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Streszczenie

Niniejsza rozprawa dotyczy zagadnienia odkrywania graféw czestych. W rozprawie
zawarty jest przeglad istniejacych metod odkrywania graféw czgstych ze szczegdlnym
uwzglednieniem algorytméw pochodzacych z platformy ParMol. Ograniczenia wigkszosci
istniejacych algorytmoéw, polegajace na uwzglednianiu tylko graféw spdjnych w procesie
wyszukiwania graféw czgstych, sktonito autora do podjgcia pracy nad opracowaniem
nowych metod odkrywania graféw czestych z uwzglgdnianiem niesp6jnosci. W rozprawie
zaproponowano dwa nowe algorytmy: algorytm UG M oraz algorytm U F'C), ktére pozwalaja
na odkrywanie spdjnych i niespdjnych graféw czestych. Algorytm UGM opiera si¢ na
odkrywaniu czestych wielozbioréw krawedzi, z ktérych nastgpnie budowane sa czeste grafy
spojne i niespdjne. Algorytm UFC polega na budowaniu czestych graféw niespdjnych
na podstawie czestych graféw spdjnych. Na pierwszym etapie algorytm UFC' odkrywa
wylacznie czeste grafy spdjne, wykorzystujac do tego celu dowolny algorytm odkrywania
czestych grafow spojnych. Na kolejnych etapach odkrywane s czeste grafy niespdjne poprzez
dotaczanie do graféw czgstych kolejnych czestych sktadowych spdjnych.

Duza czgs$¢ rozprawy zostata poSwigcona problemowi badania izomorfizmu z podgrafem,
ktére jest jedna z najwazniejszych operacji w algorytmach odkrywania graféw czestych.
Przedstawiono rozwigzanie problemu izomorfizmu z podgrafem za pomoca metod
rozwigzywania problemu spetniania ograniczen 1 zaproponowano optymalizacje tych
metod, z wykorzystaniem symetrii graféw, w szczegdélnosci symetrii graféw niespéjnych
o wielokrotnych sktadowych sp6jnych.

Zaproponowane metody zostaly zaimplementowane 1 przetestowane. Uzyskane
1 umieszczone w pracy wyniki eksperymentéw potwierdzaja skuteczno$¢ i przydatnos¢
zaproponowanych metod, a ich analiza pozwala na wskazanie kierunkéw kontynuacji badan

w tej dziedzinie.

Stowa kluczowe: odkrywanie wiedzy w grafach, odkrywanie grafow czestych, problem

izomorfizmu z podgrafem.



Abstract

This thesis is centered around methods of frequent graphs mining. It presents a survey of
existing methods for frequent graphs discovery, especially algorithms included in the Par Mol
platform. Most existing methods of frequent graphs discovery are limited to connected graphs
only, completely ignoring frequent unconnected graphs. In this thesis, we proposed two new
algorithms: UGM and U F'C', which discover both connected and unconnected frequent graphs.
The UG M algorithm is based on the discovery of frequent multisets of edges, which are later
used to determine whether given set of edges can be used to construct a frequent graph or not.
The U FC algorithm discovers connected frequent graphs by means of any existing ParM ol
algorithm and then joins these frequent connected graphs with each other creating unconnected
frequent graphs with increasing number of connected components.

The significant part of the thesis is dedicated to solving a subgraph isomorphism problem
which is one the most important operation in frequent graphs discovery. We described methods
of solving the subgraph isomorphism problem by solving the constraints satisfaction problem
and proposed optimization of these methods which utilize graph symmetries, especially
symmetries coming from multiple connected components.

The proposed methods has been implemented and verified experimentally. The experiments

prove their efficiency and usability. Analysis of results shows directions of further research.

Keywords: knowledge discovery in graphs, frequent graphs mining, subgraph isomorphism

problem.
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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

Od kilkudziesigciu lat obserwuje si¢ nieustanny wzrost rozmiaréw danych gromadzonych
w postaci elektronicznej dotyczacych réznorakich aspektéw dziatalnosci cztowieka (na
przykiad handlu i marketingu, telekomunikacji, medycyny, bankowosci, ...). Zebrane dane
moga postuzy¢ do poznania charakteru danej dziedziny, co pozwala na przyktad na poprawe
jakosci ustug. Gromadzone dane sa poddawane analizie i na tej podstawie wyciagane sa
wnioski praktyczne. Problemem stata si¢ jednak wielko$¢ danych i1 szybkos¢ ich naptywania,
uniemozliwiajace tradycyjne, analityczne podejScie do przetwarzania danych. Pomocne
okazuja si¢ nowe metody naukowe znane pod wspolng nazwa odkrywania wiedzy w duzych
zbiorach danych!. Jednym ze Srodkéw wydobywania tej wiedzy staty sie¢ metody eksploracji
danych®. Eksploracja danych jest etapem odkrywania wiedzy, na ktérym na podstawie
odpowiednio przygotowanych danych, powinny zosta¢ pozyskane wyniki nowe, uzyteczne,
nietrywialnie i tatwe do interpretacji.

Jednym z najwazniejszych probleméw eksploracji danych jest odkrywanie wzorcow
czestych® [1], bedace uogdlnieniem zadania analizy koszyka sklepowego. W przypadku analizy
koszyka sklepowego wejSciowa baza danych sktada si¢ z transakcji, a kazda transakcja jest
zbiorem zakupionych produktéw. Odkrywanie czestych wzorcow ma w tym przypadku za
zadanie odkrycie grup produktéw, ktére czgsto wystepuja razem w tej samej transakcji. W tym
kontekscie odkrywanie wzorcow czgstych nazywane jest tez odkrywaniem zbiorow czestych,
gdyz polega na znalezieniu zbioréw, ktére sa podzbiorami duzej czgsci zbiorow z wejsciowe;j
bazy danych. Wzorce czgste sa tez uzywane w wielu innych metodach eksploracji danych, np.
klasyfikacji [31] lub grupowaniu [45, 46]. Pojecie wzorca czgstego zostato szybko uogélnione
i obok terminu zbioru czestego pojawily sie terminy wielozbioru czestego* [14] , sekwencji
ang. knowledge discovery in large databases

ang. data mining
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czestej’ [2), drzewa czestego® [78] i wreszcie grafu czestego’ [72]. W przypadku odkrywania
graféw czestych wejsSciowa baza danych sktada si¢ z graféw, a grafem czestym jest taki graf,

ktory jest izomorficzny z podgrafami duzej czesci grafow z wejsciowej bazy danych.

1.2. Motywacja oraz cel pracy

Odkrywanie wiedzy w grafach jest wazna i rozwojowa dziedzina nauki. Grafy sa
uniwersalnym narzedziem reprezentowania wielu rzeczywistych obiektow 1 zjawisk, takich
jak na przyklad zwiazki chemiczne, sieci telefoniczne, sieci drogowe, struktury portali
internetowych, interakcje migdzyludzkie. Ontologie, czyli réwniez pewnego rodzaje grafy,
staly si¢ popularnym narzedziem reprezentacji wiedzy [32]. Coraz wigcej gromadzonych
danych jest przechowywanych w postaci graféw, co powoduje, ze konieczne staje sig¢
dostarczanie efektywnych metod ich przetwarzania i analizy.

Istnieje juz liczna grupa efektywnych algorytméw odkrywania czgstych graféw. Znakomita
wigkszo$¢ z nich odkrywa jednak jedynie czgste grafy spéjne. Eksperymenty przeprowadzone
w ramach tej pracy pokazuja, ze spdjne grafy czeste stanowia jedynie maly ulamek
wszystkich graféw czestych. Ponadto w niektérych zastosowaniach grafy niespdjne sa
bardziej informacyjne niz grafy spdjne - na przyktad w pracy [68] wykazano, ze w pewnych
okolicznosciach wzorce kontrastowe uzyskane z graféw spojnych i niespdjnych cechuja sie
wigksza zwigztoScia reprezentacji niz wzorce uzyskane tylko z graféw spdjnych. Celem
niniejszej rozprawy jest zaproponowanie efektywnej metody odkrywania czgstych graféw,
ktéra w odrdéznieniu od istniejacych rozwiagzan, nie pomija czgstych graféw niespéjnych.

Graf czesty jest grafem, ktory jest izomorficzny z podgrafami duzej czeSci grafow
z wejSciowej bazy danych. Zadanie zbadania, czy graf jest izomorficzny z co najmniej
jednym podgrafem danego grafu, czyli tak zwany problem izomorfizmu z podgrafem, nalezy
do klasy NP-zupetnych i z tego wzgledu wigkszos¢ algorytméw odkrywania graféw czgstych
nie wykonuje bezposSrednich testow na izomorfizm z podgrafem. W zamian wykorzystywane
sa tak zwane zanurzenia graféw, czyli petlna informacja o izomorfizmie danego grafu
z podgrafami graféw z wejSciowej bazy graféw, to znaczy informacja, ktére wierzchotki
danego grafu sa przyporzadkowane ktérym wierzchotkom graféw ze wejsciowej bazy grafow.

> ang. frequent sequence

6 ang. frequent tree
7 ang. frequent graph



Jezeli graf posiada co najmniej jedno zanurzenie w pewnym grafie, wtedy jest izomorficzny
z podgrafem tego grafu. Zanurzenia maja t¢ zaletg, ze wystarczy znalez¢ je raz i w prosty
sposob uaktualnia¢ w momencie utworzenia nowych graféw kandydujacych na grafy czgsty.
Zanurzenia sprawdzaja si¢ w przypadku odkrywania czgstych graféw spojnych, ale traca
czg$¢ swych zalet w przypadku odkrywania graféw niespdjnych, gdyz ich liczba znaczaco
wzrasta, a operacja uaktualniania zanurzen staje si¢ skomplikowana. Z tego powodu kolejnym
celem pracy jest zaproponowanie efektywnej metody odkrywania czgstych graféw, ktéra

w odréznieniu od istniejacych rozwigzan, nie wykorzystuje zanurzen.

1.3. Zakres i teza pracy

Podstawowg teza pracy jest stwierdzenie:
MoZliwe jest stworzenie efektywnego algorytmu odkrywania grafow czestych, ktory
uwzgledniatby zarowno spdjne, jak i niespdjne grafy czeste, a wyznaczanie wsparcia

grafow realizowatby za pomocq testow na izomorfizm z podgrafem.

Podstawa do zweryfikowania tej tezy mialo by¢ zaproponowanie nowych algorytméw
odkrywania graféw czestych oraz ich zaimplementowanie i zintegrowanie z platforma Par Mol
[55]. Platforma ParMol zawiera cztery algorytmy odkrywania czgstych graféw spdjnych
(Gaston, MoFa, FFSM, gSpan), sposréd ktérych trzy pierwsze wykorzystuja zanurzenia
zamiast bezpoSrednich testéw na izomorfizm z podgrafem. Cechami charakterystycznymi
zaproponowanych w pracy metod odkrywania graféw czestych mialy byc¢:

— odkrywanie zaréwno spdjnych jak i niespdjnych graféw czestych,

— wykorzystanie testow na izomorfizm z podgrafem zamiast zajmujacych duzo pamigci

zanurzen.

Aby umozliwié szerszy zakres oceny zaproponowanych metod, do platformy ParMol
zostata takze wtaczona opisana w [77] modyfikacja algorytmu gSpan (nazywana w tej
pracy gSpanUnconnected), ktora pozwala na odkrywanie czgstych graféw niespdjnych. Do
wykonywania testOw na izomorfizm z podgrafem w zaproponowanych metodach zostaty
wybrane i1 przetestowane trzy algorytmy: algorytm istniejacy w platformie ParMol,
algorytm V F'2 oraz zaproponowany przez autora niniejszej rozprawy algorytm bazujacy na

rozwiazywaniu problemu spetniania ograniczen. Poniewaz problem izomorfizmu z podgrafem
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nalezy do klasy NP-zupelnych, zatem, aby zachowaé efektywnos$¢ proponowanych metod
odkrywania graféw czgstych, zostaly opracowane techniki umozliwiajacych ograniczenie
liczby wykonywanych testow na izomorfizm z podgrafem.

Podstawowym wktadem autora jest propozycja dwéch nowych algorytméw odkrywania
czestych graféw z uwzglednianiem niespéjnosci: UGM 1 UFC. Na potrzeby algorytméw
zostaty zaproponowane cztery nowe techniki optymalizacyjne, ktére potencjalnie moga znalezé
zastosowanie w innych algorytmach odkrywania graféw czestych. Do oryginalnych elementéw
pracy nalezy tez opracowanie nowej metody wykorzystania symetrii graféw do rozwigzania

problemu izomorfizmu z podgrafem zdefiniowanego jako problem spelniania ograniczen.

1.4. Uklad pracy

W rozdziale 2 przedstawiono podstawowe pojgcia teorii graféw uzywane w pracy. Ponadto
zdefiniowano problem odkrywania graféw czestych oraz opisano najwazniejsze zagadnienia
z nim zwiazane 1 ogélne metody rozwigzywania.

W rozdziale 3 dokonano aktualnego przegladu istniejacych algorytméw odkrywania
grafow czestych ze szczegdlnym uwzglednieniem algorytméw znajdujacych si¢ w platformie
ParMol, to jest algorytméw Gaston, MoFa, gSpan, FFSM.

W rozdziale 4 przedstawiono dwie nowe propozycje algorytméw odkrywania grafow
czestych z uwzglednianiem niespdjnosci: algorytmu UGM 1 U F'C. Algorytm UG M odkrywa
jednoczesnie czegste grafy spdjne i niespdjne, natomiast algorytm U F'C odkrywa najpierw
czeste grafy spdjne za pomoca dowolnego algorytmu z platformy Par M ol, a nastgpnie laczy
odkryte czgste grafy spdjne tworzac niespdjne grafy kandydujace. W rozdziale 4 przedstawiono
tez cztery techniki poprawiajace wydajnos$¢ algorytmu UG M i pokazano, ze trzy z nich mozna
wykorzystac takze w algorytmie U F'C.

Rozdzial 5 jest opisem probleméw badania izomorfizmu z grafem oraz izomorfizmu
z podgrafem. W rozdziale tym zostaly krétko omdéwione istniejace metody rozwiazania
problemu, ze szczegdlnym uwzglednieniem metody wykorzystujacej rozwiazanie problemu
spelniania ograniczefi. W rozdziale tym zaproponowano i przedyskutowano takze ulepszenia
tej metody.

Rozdziat 6 jest poSwigcony badaniom eksperymentalnym zaproponowanych metod.

W ramach eksperymentéw wykonano zaréwno bezposrednie poréwnanie zaproponowanych
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algorytméw z istniejacymi algorytmami, jak i zbadano wplyw poszczegdlnych optymalizacji
1 heurystyk zawartych w proponowanych algorytmach na ich wydajnos¢. W rozdziale 6
zamieszczone sa tez najwazniejsze wnioski ptynace z czgsci eksperymentalne;.

Rozdziat 7 stanowi podsumowanie pracy, wnioski oraz propozycje i kierunki dalszych
badan.

Ostatnig czeScia pracy jest bibliografia.



2. Wprowadzenie do zagadnienia odkrywania

grafow czestych

2.1. Podstawowe definicje i wlasnosci

Graf to nieformalnie zbiér wierzchotkéw, pomigdzy ktérymi moga wystegpowac krawedzie.
W tej pracy pod pojeciem grafu bedziemy rozumieli najczesciej prosty nieskierowany graf

etykietowany, ktérego definicja przedstawiona jest ponize;j.

Definicja 2.1. (prosty nieskierowany graf etykietowany)
Prostym nieskierowanym grafem etykietowanym G nazywamy czworke G = (V, E,lbl, L),

gdzie

V' jest zbiorem wierzchotkow,

- E = {{v1,vo}|v1,v9 € V 01 # vy} jest zbiorem krawedzi,

[bl - V' UE — L jest funkcja nadajaca etykiety wierzchotkom i krawgdziom,

L jest zbiorem etykiet.

Jezeli w pracy nie zostanie zaznaczone inaczej, graf mnalezy rozumie¢ jak
w definicji 2.1. Jest to zgodne z zalozeniami przyjetymi w przewazajacej czeSci literatury
dotyczacej odkrywania wiedzy w grafach, ktéra w znacznej mierze wywodzi si¢ z bio-
i chemio-informatyki, gdzie etykietowany graf nieskierowany stosuje si¢ jako model
zwiazkéw chemicznych.  Wierzchotki grafu reprezentuja wtedy poszczegdlne atomy,
a krawedzie - wigzania migdzy nimi. Wierzcholki sg etykietowane nazwami pierwiastkow,

a krawedzie rodzajem wigzania.

Kazdy graf moze by¢ jednoznacznie przedstawiony za pomoca graficznej reprezentacji
grafu. W pracy uzywana jest nastgpujaca graficzna reprezentacja grafu: wierzchotki grafu
sa reprezentowane w postaci okrggéw; symbol umieszczony wewnatrz okregu oznacza etykiete
wierzchotka; krawedzie sa reprezentowane w postaci krzywych taczacych wierzchotki; symbol

umieszczony przy krzywej oznacza etykiete danej krawedzi.
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Rysunek 2.1. Dwie r6zne reprezentacje graficzne tego samego grafu G.

Jezeli reprezentacja graficzna nie posiada symboli oznaczajacych etykiety wierzchotkow
i/lub krawedzi, nalezy przyjaé, ze wszystkie wierzchotki i/lub krawedzie posiadaja tg sama

etykiete.

Przyklad 2.1. Na rysunku 2.1 znajduja si¢ dwie graficzne reprezentacje tego samego grafu
G = (V,E,Ibl, L), gdzie:
-V ={wy1, 09,03, 04,05},
- E={{vi, v}, {v1, vs}, {v1, va}, {v2, 03}, {v2, v}, {vs, va}, {va, vs )}
- bl(vy) = X, Ibl(ve) =Y, Ibl(v3) = X, Ibl(vg) = Z, Ibl(vs) = X,
Ibl({v1,v2}) = a, Ibl({v1,v3}) = b, bl({v1,v4}) = aq,
Ibl({ve,v3}) = b, Ibl({ve,v5}) = b, 1bl({vs,v4}) = b, Ibl({vy,v5}) = a,
- L={X,Y,Z a,b}.

Definicja 2.2. (stopien wierzchotka)
W grafie G = (V, E, lbl, L) stopniem wierzchotka v € V (oznaczanym przez d(v)) nazywamy

liczbg krawedzi e € F, ktére zawieraja wierzcholek v.

Definicja 2.3. (sciezka, taricuch)

W grafie G = (V, E,bl, L) Sciezkq taczacq (taricuchem tqczqcym) wierzchotki v,,v, € V
nazywamy taki ciag wierzchotkéw (vq, va, vs, ... v,,), Ze

V) = Va, Un = U, Yic{1,n—1} 1V, Vit1} € E.

Liczbeg n nazywamy diugosciq Sciezki.
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Definicja 2.4. (graf spojny)

Graf nazywamy spdjnym, gdy istnieje Sciezka faczaca kazda pare wierzchotkéw tego grafu.

Definicja 2.5. (graf niespojny)

Graf nazywamy niespojnym, gdy nie jest grafem spdjnym.

Definicja 2.6. (graf pusty)
Graf G = (V, E, Ibl, L) nazywamy grafem pustym, gdy |E| = 0.

Definicja 2.7. (graf bez wierzchotkow)
Graf G = (V, E,lbl, L) nazywamy grafem bez wierzchotkéw, gdy |V'| = 0.

Definicja 2.8. (izomorfizm grafow)
Grafy G = (V,E,Ibl,L)iG' = (V' E' | Ibl', L) sa izomorficzne (co oznaczamy przez G = G),
gdy istnieje bijekcja ¢ : V' — V" taka, ze:
Vinwyer {¢(01),¢(v2)} € E' A
Voev 1bl(v) = Ibl'(¢(v)) A
Veer bl(e) = 10I'(p(e)).
Bijekcja ¢ jest nazywana izomorfizmem grafu G w graf G’. Jezeli bijekcja nie istnieje, wtedy

grafy G i G' nie sa izomorficzne (co oznaczamy przez G 2 G).

Definicja 2.9. (automorfizm grafow)
Automorfizmem grafu G nazywamy kazdy izomorfizm grafu G w graf G (w samego siebie).
Innymi stowy jest to bijekcja ¢ : V' — V' (czyli permutacja) taka, ze:

Vertorun) € B {6(01),6(v2)} € B A

Voey  bl(v) = Ibl(p(v)) A

Veer bl(e) = Ibl(e(e)).

Kazdy graf posiada przynajmniej jeden automorfizm - permutacj¢ identycznoSciowa.

Izomorfizm definiuje relacj¢ réwnowaznosci w zbiorze graféw, a co za tym idzie
dzieli zbidr graféw na klasy réwnowaznoSci. Grafy izomorficzne naleza do jednej klasy
rownowaznoSci. Grafy nieizomorficzne naleza do réznych klas réwnowaznosci. Wszystkie
grafy w jednej klasie réwnowazno$ci moga byC reprezentowane przez jeden wybrany
arbitralnie graf. Pozostale grafy w tej samej klasie rownowaznosci bedziemy nazywali
duplikatami. Przyjmujemy, ze reprezentacja graficzna grafu nie posiadajaca symboli przy
wierzchotkach bedzie reprezentowal klasg réwnowaznosSci. Liczbe klas réwnowaznos$ci

w danym zbiorze graféw bedziemy nazywac liczbq grafow nieizomorficznych w tym zbiorze.
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Rysunek 2.2. Przyktad izomorfizmu graféw. Grafy G i G’ sa izomorficzne. ¢ jest jednym z czterech

mozliwych izomorfizméw G w G’

Przyklad 2.2. Widoczne na rysunku 2.2 grafy G i G’ sg izomorficzne. Istnieja cztery rézne
izomorfizmy grafu G w graf G":

¢1 1 V1 = V), V9 = V), U3 —> VS, vg —> Vb, U5 — VL, Vg — Vg, U7 —> U, Ug —> Vg

(9 1 U1 —> V), Vg —> V], U3 —> U5, Uy —> VL, Us —> V5, Vg — Vg, U7 —> Vg, Vg — U

¢3 1 V1 —> UL, Vg —> Vg, U3 —> UG, Vg —> Vb, Us — V%, Vg — Vh, U7 — U}, Vg — V)

Gy 1 V] —> Vg, Vg —> U, U3 —> UG, Vg —> Vb, Us — VY, Vg —> Uk, U7 — Uy, Vg — V]

Definicja 2.10. (podgraf)
Graf G = (V, E,lbl, L) jest podgrafem grafu G' = (V' E' ) Ibl', L"), (G <X G'), gdy
-V CVA
- ECFENA
- Veevur 0l(z) = 1Dl (x)A
-LCL.
Innymi stowy G’ jest grafem powstatym przez usunigcie z grafu G pewnej liczby wierzchotkéw

lub krawedzi. Przyklady podgraféw znajduja si¢ na rysunku 2.3.

Definicja 2.11. (nadgraf)
Graf G’ jest nadgrafem grafu G, (G = G’), gdy graf GG jest podgrafem grafu G’.

Definicja 2.12. (rozszerzenie grafu)
Graf G’ jest rozszerzeniem grafu GG, gdy graf G’ jest nadgrafem grafu GG i graf G’ powstat

z grafu G za pomoca operacji zwane] rozszerzaniem, ktérej definicja zalezy od kontekstu.
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W przewazajacej czgsci pracy operacja rozszerzania grafu G oznacza dodanie jednej krawedzi

do grafu G.

Definicja 2.13. (podgraf indukowany wierzchotkowo)
Graf G = (V,E,lbl,L) jest podgrafem indukowanym wierzchotkowo grafu G' =
(V' E' b, L), gdy

VCV'A

E = {{v,v2} | v1,v3 € V,{v1,02} € E'} A

Veevur [bl(x) = Ibl'(x) A

LCUL.
Innymi stowy, G jest grafem powstaltym przez usunigcie z grafu G’ pewnej liczby wierzchotkéw
oraz wszystkich krawedzi zawierajacych te wierzchotki. Przyklad podgrafu indukowanego

wierzchotkowo znajduje si¢ na rysunku 2.3 a).

Definicja 2.14. (podgraf indukowany krawedziowo)
Graf G = (V,E,Ibl,L) jest podgrafem indukowanym krawedziowo grafu G’ =
(V' E' Il L), gdy

ECE' A

V=4{veV |3, {v,v}eE}A

Veevur (0l(z) = 1Dl (x) A

LCUL.
Moéwiac nieformalnie, GG jest grafem, ktérego zbidr krawedzi jest podzbiorem zbioru krawedzi
grafu G’, natomiast zbiér wierzchotkéw stanowia wierzchotki nalezace do tych krawedzi.

Przyktad podgrafu indukowanego krawedziowo znajduje si¢ na rysunku 2.3 b).

Definicja 2.15. (sktadowa spdjna)

Graf C'G jest sktadowa spdjna grafu GG, gdy C'G jest grafem spdjnym oraz jest podgrafem grafu
G oraz nie istnieje graf spojny Gy # CG bedacy podgrafem grafu G, ktdry jest nadgrafem
grafu C'G.

Definicja 2.16. (izomorfizm z podgrafem)
Graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu G' (G = G'), gdy istnieje taki podgraf grafu G,
ktéry jest izomorficzny z grafem G. Innymi stowy, graf G = (V, E,[bl, L) jest izomorficzny
z podgrafem grafu G’ = (V’, E’ Ibl’, L"), gdy istnieje injekcja ¢ : V' — V' taka, ze:

Vivrwyer  {0(v1), d(v2)} € E'A

17



Rysunek 2.3. Typy podgraféw. a) G jest podgrafem grafu G’ indukowanym wierzchotkowo, b) G jest
podgrafem grafu G’ indukowanym krawedziowo, ¢) G jest podgrafem grafu G’. Wierzchotki

i krawedzie, ktére zostaty wybrane do utworzenia podgrafu sa pogrubione.

Voevy  Ibl(v) = 1Dl (p(v)) A
Veer [bl(e) = Ibl'(¢(e)).
Injekcja ¢ jest nazywana izomorfizmem grafu G z podgrafem grafu G’. Jezeli injekcja nie

istnieje, wtedy graf GG nie jest izomorficzny z podgrafem grafu G'.

Definicja 2.17. (zanurzenie)
Jezeli ¢ jest izomorfizmem grafu GG z podgrafem grafu G’, wtedy funkcje ¢ : V. — V’

nazywamy zanurzeniem grafu G w grafie G'.
Izomorfizm z podgrafem definiuje relacje czesSciowego porzadku w zbiorze grafow.

Przyklad 2.3. Widoczny na rysunku 2.4 graf (G jest izomorficzny z podgrafem grafu G'. Na
rysunku pokazano tylko jeden podgraf grafu G’, z ktérym G jest izomorficzny. Zanurzenie
¢ jest jednym z oSmiu réznych zanurzeni grafu G' w grafie G'. Wszystkie zanurzenia grafu G

w grafie G’ sa pokazane na rysunku 2.5.

Definicja 2.18. (graf wspierajacy)
Graf G’ jest grafem wspierajqcym graf G, gdy graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu G'.

Jesli G’ jest grafem wspierajacym graf G, wtedy méwimy, ze graf G’ wspiera graf G.

Definicja 2.19. (zbior wspierajqcy grafu)
W danym zbiorze graféw 1D zbiorem wspierajgqcym grafu (G (oznaczanym przez

G .supportingSet) jest zbior wszystkich graféw z D, ktére wspieraja graf G.
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2 P(v )=V,
b(v)=v',
d(v,)=v',

\ P(v)=v',
b(v,)=v",

Rysunek 2.4. Przyktad izomorfizmu z podgrafem. Graf G jest izomorficzny z pewnym podgrafem G’.

¢ jest jednym z mozliwych zanurzen grafu G w grafie G

Definicja 2.20. (wsparcie grafu)
Niech D bedzie zbiorem graféw. Wsparciem grafu G nazywamy liczbg graféw G’ € D, ktére

wspieraja graf G.

Definicja 2.21. (graf czesty)
Graf GG jest czgsty w zbiorze D, jesli jego wsparcie jest wigksze niz badZ réwne progowi

wsparcia minSup.

Definicja 2.22. (graf nieczesty)

Graf G jest nieczesty w zbiorze DD, jesli nie jest czesty.

Ponizsze pojecia deskryptora krawedzi (definicja 2.23) oraz wielozbioru deskryptoréw
krawedzi (definicja 2.24) zostaly wprowadzone przez autora tej pracy na potrzeby algorytmu
UGM. Poniewaz sg przydatne przy opisie takze innych zagadnien zostaly umieszczone juz

w tym rozdziale.

Definicja 2.23. (deskryptor krawedzi)
Deskryptorem krawedzi e = {v1,v2} € E jest para ({Ibl(v1), [bl(vs)}, Ibl(e)).

Definicja 2.24. (wielozbior deskryptoréw krawedzi grafu)
Wielozbiorem deskryptoréw krawedzi danego grafu G (oznaczanym przez ES(G)) jest

wielozbidr sktadajacy si¢ z deskryptoréw wszystkich krawedzi grafu G.

Wiasnos¢ 2.1. Dwa nieizomorficzne grafy mogaq mieé¢ ten sam wielozbior deskryptoréw

krawedzi.
Wiasnosé 2.2. Jesli graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu G', wtedy ES(G) C ES(G').
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Rysunek 2.5. Wszystkie zanurzenia grafu G w grafie G.

Przyklad 2.4. Na rysunku 2.6 sa przedstawione cztery nieskierowane grafy z etykietami.

Wielozbiory deskryptoréw krawedzi tych graféw to odpowiednio:

ES(Gy) = {({0,0},4)({0,0},4)({0, 1}, 4)({0, 1}, 4) ({0, 1}, 4) ({1, 1}, 5)({1, 1}, 5) }

ES(G2) = {({0,0},4)({0,0},4)({0,0},4)({0, 1}, 4) ({1, 1}, 5) ({1, 1}, 5)}
ES(Gs) = {({0,0},4)({0,0},4)({0,0},4)({0, 1}, 4) ({1, 1}, 5) ({1, 1}, 5)}
ES(Gs) = {({0,0},4)({0,0},4)({0, 1}, 4)({1, 1}, 5)}

Na przykladzie tych graféw mozna zaobserwowaé podane wcze$niej wlasnoSci dotyczace
ich wielozbioréw deskryptoréw krawedzi.
ES(Gs) = ES(G3), ale grafy G, i G nie sa izomorficzne.
Gy 2 Gy, zatem ES(Gy) C ES(G,).
G4 2 G, zatem ES(G4) C ES(Gs).
ES(G4) C ES(G), ale G4 nie jest izomorficzny z podgrafem grafu G;.

Definicja 2.25. (wsparcie wierzchotka)

Niech D bedzie zbiorem graféw. Wsparciem wierzchotka v o etykiecie [bl(v) nazywamy liczbe
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Rysunek 2.6. Cztery nieskierowane grafy z etykietami.

graféw ze zbioru D, ktére posiadaja wierzchotek o etykiecie [bl(v). Innymi stowy, wsparcie

wierzchotka v jest rOwne wsparciu grafu o jednym wierzchotku v.

Definicja 2.26. (wsparcie krawedzi)

Niech [ bedzie zbiorem graféw. Wsparciem krawedzi e o deskryptorze
({Ibl(v1),1bl(ve)}, bl(e)) nazywamy liczbg graféw ze zbioru D, ktérych wielozbiory
deskryptoréw krawedzi zawieraja deskryptor krawedzi e. Innymi stowy, wsparcie krawedzi e

jest rowne wsparciu grafu o jednej krawedzi e.

2.2. Problem odkrywania graféw czestych

Odkrywanie graféw czestych w danym zbiorze D polega na znalezieniu wszystkich
nieizomorficznych graféw, ktérych wsparcie w zbiorze D jest rGwne co najmniej wartosci
ustalonego progu wsparcia minSup. Efektywne odkrywanie graféw czgstych uzaleznione jest
praktycznie od rozwigzania dwéch probleméw: generowania potencjalnych kandydatéw na
grafy czgste oraz wyznaczania ich wsparcia. W rozdziale 3 przedstawione zostang sposoby
rozwiazania tych probleméw w znanych algorytmach odkrywania graféw czgstych. Ponizej

jest podany doktadniejszy opis tych probleméw i1 ogélne metody ich rozwiazania.

2.2.1. Generowanie kandydatéow

Generowanie kandydatéw ma za zadanie utworzy¢ zbiér graféw, w ktérym znajduja si¢
wszystkie grafy czeste, ale moga znajdowac si¢ tez grafy nieczgste. Proces generowania tego
zbioru nie musi by¢ jednoetapowy i zwykle przeplata si¢ z procesem wyznaczania wsparcia.

Aby odkrywanie graféw czgstych bylto efektywne, zbiér kandydatow powinien mie¢ dwie
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n |t, n tn

I |1 11 | 12005168

2 |1 12 | 1018997864

3 12 13 | 165091172592

4 |4 14 | 50502031367952

5 |11 15 | 29054155657235488

6 |34 16 | 31426485969804308768

7 | 156 17 | 64001015704527557894928

8 | 1044 18 | 245935864153532932683719776
9 | 12346 | 19 | 1787577725145611700547878190848
10 | 274668

Tabela 2.1. Liczba klas réwnowaznosci ¢, ze wzglgdu na izomorfizm grafu w zbiorze graféw

nieskierowanych o n wierzchotkach.

wlasnosci: liczba graféw nieczgstych powinna by¢ jak najmniejsza oraz liczba duplikatow

powinna by¢ jak najmniejsza.

Unikanie wytwarzania nieczestych graféw kandydujacych

W przypadku odkrywania graféw liczba potencjalnych kandydatéw jest ogromna. Jesli
weZzmiemy pod uwage zbidr wszystkich graféw o n wierzcholkach i tylko jednej etykiecie,
wtedy licznos$¢ tego zbioru wynosi 2@), a liczba graféw nieizomorficznych w tym zbiorze
wynosi t,,, gdzie t, jest n-tym wyrazem ciagu Sloane AO00088', ktérego pierwsze wyrazy sa
podane w tabeli 2.1. Przy wigkszej liczbie etykiet zbior graféw bedzie jeszcze liczniejszy.
Generowanie kazdego mozliwego grafu byloby nieefektywne. Wszystkie znane metody
unikaja generowania wszystkich mozliwych graféw przez zastosowanie wtasnosci, ze kazdy
podgraf grafu czestego tez jest czesty, czyli grafy czgste moga powstaé poprzez dodawanie
wierzchotkéw 1 krawedzi wylacznie do graféw czestych. Sposéb tworzenia kandydatow
na podstawie odkrytych wczesniej graféw czestych zalezy od algorytmu.  Wszystkie
znane algorytmy zaczynaja generowanie kandydatéw od grafu bez wierzchotkéw (to znaczy
sprawdzajac, czy |D| > minSup), aby nastepnie, jesli jest on czgsty, rozszerzyé go w jakis

sposob (najczesciej o jedna krawedz) tworzac zbidr graféw kandydujacych [13, 17, 25, 37,
! Sloane A00008S, http://www.research.att.com/ njas/sequences/A000088
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39, 41, 47, 60, 72, 76]. Dla graféw kandydujacych wyznaczane jest ich wsparcie i na
podstawie tych kandydatéw, ktérzy okazali si¢ grafami czgstymi, tworzy si¢ kolejne grafy
kandydujace. W ten sposéb powstaje drzewo przeszukiwan graféw o korzeniu bgdacym
grafem bez wierzchotkow, ktérego kazdy wezet jest grafem czgstym. Unikanie wytwarzania
graféw nieczgstych polega przede wszystkim na generowaniu kandydatéw na podstawie innych
grafow czestych, ale rézne algorytmy proponuja dodatkowe mechanizmy stuzace temu celowi.
W zaproponowanym w tej pracy algorytmie UG M zastosowane sa trzy nowe metody, ktére

zmniejszaja liczbe wygenerowanych kandydatow nieczestych.

Unikanie wytwarzania duplikatéw

Zatézmy, ze chcemy wygenerowaé wszystkie nieizomorficzne grafy z jedna etykieta
o n wierzchotkach. Z tabeli 2.1 wynika, ze liczba nieizomorficznych graféw o pigciu
wierzchotkach wynosi 34. Nie istnieje jednak prosta metoda na bezposrednie generowanie
nieizomorficznych graféw. Pomiedzy kazda para wierzchotkéw moze istnie¢ krawedZ lub
nie. Przy n wierzchotkach istnieje (}) par wierzchotkéw, zatem liczba graféw uzyskanych
w ten sposob wynosi 2(3). Zbiér graféw o pigciu wierzchotkach ma zatem liczno$¢ 1024,
a liczba nieizomorficznych graféw w tym zbiorze to tylko 34. Liczba duplikatow jest wigc
ogromna, a stosunek wszystkich graféw o n wierzchotkach do liczby nieizomorficznych
graféw o n wierzchotkach dazy w granicy do nieskonczonosci. Problem jest znaczacy takze
w przypadku generowania kandydatéw w spos6b opisany powyzej, czyli przez rozszerzenie
innego grafu czgstego. Na rysunku 2.7 pokazane jest rozszerzanie grafu poprzez dodanie
jednej krawedzi. Az trzy z czterech nowo powstatych graféw sa izomorficzne. Generowanie
kandydatéw wymaga wigc eliminacji lub unikania tworzenia duplikatow. Jeszcze trudniejszy
przyklad jest przedstawiony na rysunku 2.8. Ten sam graf moze powsta¢ w réznych miejscach
drzewa przeszukiwan. Wykrywanie lub unikanie wytwarzania duplikatow nie jest problemem
lokalnym, dotyczacym tylko graféw powstalych z danego grafu. Jest ono problemem
globalnym - uzyskany graf kandydujacy moze by¢ izomorficzny z grafem, ktéry powstat na
zupelnie innej Sciezce drzewa przeszukiwan.

Istnieja dwa podejscia do wykrywania duplikatéw. Pierwsze polega na przechowywaniu
wszystkich wygenerowanych graféw, zaréwno czestych jak i nieczestych, oraz wyszukiwaniu
wsréod nich nowo wygenerowanych graféw za pomoca testow na izomorfizm graféw.
Aby unikna¢ koniecznoSci wykonywania testOw na izomorfizm graféw z wszystkich

przechowywanymi grafami, stosuje si¢ struktury indeksujace grafy, na przyktad tablice
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Rysunek 2.7. Przyktad powstawania duplikatéw przy tworzeniu kandydatéw. Trzy z czterech graféow

wygenerowanych z gérnego grafu sg ze soba izomorficzne.

N

Rysunek 2.8. Przyklad powstawania duplikatow w réznych gatgziach drzewa przeszukiwan.
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mieszajace z kluczem bgdacym zbiorem deskryptoréw krawedzi grafu. Drugie podejscie jest
zwiazane z tak zwang etykieta kanoniczng grafu. Etykieta kanoniczna grafu G jest obiektem
jednoznacznie opisujacym klas¢ rownowaznosSci ze wzgledu na izomorfizm, do ktérej nalezy
graf G. Grafy izomorficzne maja t¢ sama etykiet¢ kanoniczna, a grafy nieizomorficzne
maja rozne etykiety kanoniczne. Dodatkowo etykiety kanoniczne maja zdefiniowang relacje
linowego porzadku. Istnieja dwa podejscia do wykrywania duplikatoéw z zastosowaniem
etykiet kanonicznych. Pierwsze polega na przechowywaniu uporzadkowanego zbioru etykiet
kanonicznych wszystkich wygenerowanych graféw nieizomorficznych i sprawdzaniu czy ten
zbidr zawiera etykiete kanoniczng nowo utworzonego grafu. Jesli zawiera, wtedy utworzony
graf jest duplikatem. Jesli nie zawiera, wtedy utworzony graf nie jest duplikatem, a jego
etykieta kanoniczna jest dodawana do zbioru. W drugim podejSciu do wykrywania duplikatow
nie jest potrzebne przechowywanie zbioru wszystkich etykiet kanonicznych, gdyz kandydaci
sa generowani w taki spos6b, aby unikaé tworzenia duplikatéw. Etykieta kanoniczna jest
zwykle zdefiniowana jako minimalny kod sposréd wszystkich kodéw opisujacych sposéb
powstawania grafu. W tym podejSciu do wykrywania duplikatéw, algorytm odkrywania
graféw czestych musi gwarantowal, ze kazdy graf czgsty o kodzie minimalnym zostanie
skonstruowany. Jesli zatem podczas generowania grafu kandydujacego okaze sig, ze jego kod
nie jest minimalny, wtedy graf ten mozna odrzuci¢, gdyz albo zostat on juz rozpatrzony albo
bedzie rozpatrzony pdZniej. Etykiety kanoniczne moga by¢ definiowane na wiele sposobow.
Konkretne przyktady definiowania etykiet kanonicznych sa podane w rozdziale 3 przy opisie
istniejacych algorytméw odkrywajacych grafy czeste.

Etykiety kanoniczne sa stosowane w wigkszosci algorytméw odkrywania graféw
czegstych. Natomiast wykorzystanie repozytorium graféw zamiast etykiet kanonicznych nie
zostato doglebnie zbadane. W [10] Borgelt zaproponowal modyfikacje¢ algorytmu MoFa
[13], wykorzystujaca repozytorium rozpatrzonych graféw kandydujacych zamiast etykiet

kanonicznych, i wykazal, Ze takie podejScie moze by¢ w niektérych przypadkach szybsze.

2.2.2. Wyznaczanie wsparcia

Generalnie istnieja dwie metody wyznaczania wsparcia danego grafu G: wykonywanie
bezposrednich testéw na izomorfizm grafu GG z podgrafami graféw z wejsSciowej bazy graféw

D oraz utrzymywanie listy zanurzen.
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Testy na izomorfizm z podgrafem

W najprostszej postaci wyznaczenie wsparcia grafu G polega na wykonaniu testu na
izomorfizm G z podgrafem kazdego grafu ze zbioru . Liczba pozytywnych wynikéow
bedzie poszukiwanym wsparciem. Oczywista optymalizacja jest wykorzystanie wilasnosci
monotonicznosci wsparcia, mowiaca o tym, ze graf nie moze mie¢ wsparcia wigkszego niz
wsparcie jego podgrafow. Zatem wyznaczenie wsparcia danego grafu GG wystarczy ograniczy¢
do zbioru wspierajacego graf, z ktérego graf G zostat skonstruowany, lub przecigcia zbioréw
wspierajacych graféw, z ktérych graf GG zostat skonstruwany. W rozdziale 4.1.4 przedstawiam
propozycje nowej optymalizacji polegajacej na przerywaniu wyznaczania wsparcia dla graféw
nieczgstych. Test na izomorfizm z podgrafem jest wykonywany niezaleznie dla kazdej pary
(graf kandydujacy, graf potencjalnie wspierajacy), zatem nie jest wymagajacy pamig¢ciowo.

Moze by¢ jednak czasochtonny, gdyz problem izomorfizmu z podgrafem jest NP-zupeiny [30].

Utrzymywanie listy zanurzen

Zgodnie z definicja 2.16 zanurzenie grafu G w grafie G’ jest funkcja przyporzadkowujaca
wierzchotki grafu G wierzchotkom pewnego izomorficznego z nim podgrafu grafu G’. Jesli
graf GG nie posiada zanurzen w grafie G', wtedy nie jest przez niego wspierany. Jesli posiada
przynajmniej jedno zanurzenie, wtedy jest wspierany. Szukanie wszystkich zanurzen danego
grafu G w grafie G’ jest uogdlnieniem testu na izomorfizm grafu G z podgrafem grafu G’
1 jest tez bardziej czasochlonne, gdyz test na izomorfizm z podgrafem moze by¢ realizowany
jako poszukiwanie tylko jednego, pierwszego zanurzenia. Przewaga zanurzen jest jednak fakt,
ze w przypadku graféw tworzonych jako rozszerzenia danego grafu (G, proste uaktualnienie
zanurzefi grafu G pozwala na uzyskanie wszystkich zanurzefi jego rozszerzei. Przyktad
uzyskiwania zanurzen rozszerzenia jest przedstawiony na rysunku 2.9. Graf G posiada
doktadnie dwa zanurzenia w grafie G’ - ¢, oraz ¢». Graf G' powstaje z grafu G poprzez
dodanie nowego wierzchotka a wraz z krawgdzig taczaca go z istniejacym wierzchotkiem b.
W zanurzeniu ¢; mozliwe jest dodanie nowej krawedzi do wierzchotka b, co w efekcie utworzy
zanurzenie ¢{. W zanurzeniu ¢, nie jest mozliwe dodanie krawedzi do wierzchotka b, gdyz
wszystkie krawedzie zawierajace wierzchotek b naleza juz do zanurzenia. Graf (G; posiada
zatem tylko jedno zanurzenie ¢1 w grafie G’. Zatem G jest wspierany przez graf G’.

Utrzymywanie listy zanurzen jest kosztowne pamigciowo. W czasie wyznaczania wsparcia

i generowania kandydatow z danego grafu G potrzebna jest lista wszystkich zanurzen
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Rysunek 2.9. Aktualizacja zanurze.. ¢; i ¢ sa zanurzeniami grafu G w grafie G’. Graf G' powstat

z grafu G przez dodanie krawedzi. Tylko zanurzenie ¢; pozwala na takie rozszerzenie.

grafu G we wszystkich wspierajacych go grafach. Z tego wzglgdu zanurzenia stosuje sig¢
praktycznie tylko w przypadku algorytméw przeszukiwania w glab, dzigki czemu w kazdej
chwili wystarczy przechowywac zanurzenia tylko jednego grafu. Uaktualnianie zanurzen
jest stosunkowo szybkie i zalezy liniowo od liczby zanurzen. Dodatkowa zaleta zanurzen
jest mozliwos¢ ich wykorzystania przy tworzeniu graféw kandydujacych. Generowanie
kandydatéw z grafu G nie polega wtedy na wykonywaniu wszystkich mozliwych rozszerzen
grafu GG, ale wykonaniu wszystkich mozliwych rozszerzen jego zanurzen, co gwarantuje, ze
uzyskani kandydaci bgda mieli niepuste zbiory wspierajace.

Utrzymywanie listy zanurzen traci cz¢$¢ swoich zalet w przypadku odkrywania graféw
niespdjnych ze wzgledu na znaczny wzrost liczy zanurzen, a tym samym wzrost zajgtosci
pamigci oraz wzrost ztozonosci aktualizacji zanurzen w przypadku rozszerzania grafu o nowa

sktadowa spdjna.



3. Znane algorytmy odkrywania czestych grafow

W tym rozdziale oméwione sa w pierwszej kolejnosci algorytmy pochodzace z platformy
ParMol [55], czyli gSpan, FFSM, gaston i MoFa. Na koficu rozdzialu zostang podane

1 krétko opisane pozostate wazne algorytmy odkrywania czgstych graféw.

3.1. gSpan

Algorytm gSpan [76] (graph-based Substructure pattern mining) odkrywa spdjne grafy
czeste poprzez rekurencyjne rozszerzanie grafow czestych, zaczynajac od czestych graféw
o jednym wierzchotku. Wykrywanie i unikanie tworzenia duplikatéw w drzewie przeszukiwan

jest zapewnione przez specjalny rodzaj etykiety kanonicznej grafu - kod DFS.

3.1.1. Kod DFS

Kod DFS grafu G jest SciSle zwiazany z pojgciem drzewa rozpinajgcego w giqb grafu
G. Drzewem rozpinajacym grafu G' nazywamy drzewo, ktére zawiera wszystkie wierzchotki
grafu GG, a jego krawegdzie naleza do podzbioru krawedzi grafu G. Drzewo rozpinajace
w glab jest drzewem rozpinajacym, ktére powstaje podczas przeszukiwania w glab danego
grafu. W zaleznosci od kolejnosci wyboru wierzchotkéw przy przeszukiwaniu w glab
moze istnie¢ wiele drzew rozpinajacych w glab. Drzewo rozpinajace w glab 7' moze
postuzy¢ do numerowania wierzchotkéw grafu GG, w taki sposéb, ze wierzchotek od ktérego
rozpoczgto przeszukiwanie w gtab ma numer 0, a kazdy kolejny nowy wierzchotek ma numer
o jeden wigkszy. W analogiczny sposéb mozliwe jest ponumerowanie krawedzi. Numer
wierzchotka v grafu G przy danym drzewie rozpinajacym w gtab 7' bedziemy oznaczac przez
tr(v), a numer krawedzi e grafu G przy danym drzewie rozpinajacym w glab 7' bedziemy
oznaczaé przez tr(e). Rysunek 3.1 przedstawia r6zne drzewa rozpinajace w glab grafu G.
Rysunki 3.1 od b) do h) przedstawiaja wszystkie drzewa rozpinajace, ktére powstaly przez
przeszukiwanie w glab rozpoczete od wierzchotka vy. Rysunki 3.1 od 1) do 1) przedstawiaja

po jednym przyktadzie drzew rozpinajacych, ktére powstaly przez przeszukiwanie w giab
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Rysunek 3.1. Drzewa rozpinajace w glab grafu G.

rozpoczgte od pozostatych wierzchotkow. Liczba w ramce umieszczona przy wierzchotku

oznacza numer tp tego wierzchotka.

Definicja 3.1. (kod DFS)
Kod DFS grafu G (oznaczany przez DFSCoder(G)) przy danym drzewie rozpinajacym
w gtab T jest ciagiem uporzadkowanych wedlug numeru ¢r krawedzi grafu G, przy czym
krawedz e = {v;,v;},tr(v;) < tr(v;) grafu G jest reprezentowana w kodzie jako piatka:
(tr(v;), tr(vj), Ibl(v;), lbl(e), Ibl(v;)), jesli krawedZ e nalezy do drzewa T’
(tr(vj), tr(v;), Ibl(v;), bl(e), Ibl(v;)), w przeciwnym przypadku

Przyklad 3.1. PrzeSledZzmy tworzenie przyktadowego kodu DFS grafu G z rysunku 3.1 a).
Tworzenie kodu DFS wykonuje si¢ rownocze$nie z poszukiwaniem drzewa rozpinajacego
w glab. PrzesledZmy przypadek drzewa z rysunku 3.1 b). Algorytm przeszukiwania
rozpoczyna si¢ od wierzchotka vy 1 przechodzi krawedzia do wierzchotka v,. Sa to
pierwsze odkryte wierzchotki oraz pierwsza odkryta krawedz, zatem tr(vy) = 0,ip(ve) =
1,tr({vg,v1}) = 0. Ta krawedZ ma opis (0,1, X,a,Y). Z wierzchotka v, nastgpuje
przejscie do wierzchotka v; o numerze t7(v) = 2 krawedzia (1,2,Y,0, X) o numerze 1. Z
wierzchotka v; mozna przejs¢ do vy, ale ten wierzchotek byl juz odwiedzony, wigc krawedz
taczaca v; z vy nie nalezy do drzewa rozpinajacego, stad opis tej krawedzi to (2,0, X, a, X).
Kolejna nieodwiedzona krawgdZ wychodzaca z v, prowadzi do v,. Wierzcholek v, nie byt
jeszcze odwiedzany zatem trp(vs) = 3. KrawedZ taczaca vy z vy ma opis (2,3, X, ¢, 72).

Z. wierzchotka v, do wierzchotka v, nie przechodzimy, gdyz v, byt juz odwiedzony, zatem
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rys. 3.1b rys. 3.1c rys. 3.1d rys. 3.1i rys. 3.1j rys. 3.1k rys. 3.11
0,1,X,a,Y) | (0,1,X,a,Y) | (0,1,X,a,Y) | (0,1,Y,a,X) | (0,1,X,a,X) | (0,1,Z,c,X) | (0,1,Z2,d,Y)
(1,2,,b,X) | (1,2,Y,d,2) | (1,2,Y,d,2) | (1,2,X,a,X) | (1,2,X,a,Y) | (1,2,X,b,Y) | (1,2,Y,a,X)
(2,0,X,a,X) | (1,3,Y,b,X) | (1,3,Y,b,Z) | (2,0,X,b,Y) | (2,0,Y,b,X) | (2,0,Y,b,Z) | (2,3,X,a,X)
(2,3,X,c,2) | 3,0,X,a,X) | 34,Z,c,X) | (2,3,X,c,Z) | (2,3,Y,b,2) | (2,3,Y,a,X) | (3,1,X,b,Y)
(3,1,Z,b,Y) | 3.4X,c.Z) | (4,0,X,a,X) | (3,0,Zb,Y) | (3,0,Z,c.X) | (3,1,X,a,X) | (3,4,X,c,Z)
1,4Yd,2) | 4,1,ZbY) | 4,1,X,b,Y) | (04,Y,d,2) | 2,4,Yd72) | 2,4,Yd7Z) | (41,2b,Y)

Tabela 3.1. Kody DFS grafu GG z rysunku 3.1 dla drzew rozpinajacych z rysunkéw 3.1 b)-3.1 1)
krawedZ taczaca te wierzchotki ma opis (3,1,7,b,Y). Nie ma innych nieodwiedzonych
krawedzi wychodzacych z wierzchotka vy, wigc nastgpuje powrdt powrdt do wierzchotka ;.
Nie ma nieodwiedzonych krawedzi z v, wigc nastgpuje powr6t do ve. Z wierzchotka vo mozna
przejs¢ do nieodwiedzonego jeszcze wierzchotka vs. KrawedzZ taczaca te wierzchotki ma opis
(1,4,Y,d, Z). Nie ma innych nieodwiedzonych krawedzi z vs, wigc nastgpuje powrdt do
wierzcholka v9, nastgpnie powrdt do wierzchotka vy i1 przeszukiwanie w gtab si¢ konczy. Kod
DEFS dla grafu G jest ciagiem kolejno odkrywanych krawedzi:

DFSCoder(G) = ((0,1,X,a,Y),
(1,2,Y,b, X),
(2,0, X,a,X),
(2,3, X,¢,72),
(3,1,2,b,Y),
(1,4,Y,d, 7))

3.1.2. Relacja porzadkujaca w zbiorze kodéw DFS i minimalny kod DFS

Zbiér kodéw DFS mozna uporzadkowaé stosujac klasyczny porzadek leksykograficzny

dla ciagéw, to znaczy (aq,asg,...,a,) < (b1,ba,...,b,) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
k < min(n,m) takie, ze V;<x a; = b; A\ a, < by. W przypadku kodéw DFS elementy ciagow
(a,,) oraz (b,) sa piatkami (tr(v;), tr(v;), bl(v;), Ibl(e), (bl(v;)), zatem konieczne jest ustalenie
relacji porzadkujacej piatki, co rowniez mozna osiagnaé stosujac porzadek leksykograficzny:
as) < (by,ba, ..

bi Nap < bk

(ay,as,..., ., bs) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje £ < 5 takie, ze V;x a; =
Stosujac ten porzadek dla kodéw z tabeli 3.1 uzyskujemy nastgpujaca
kolejno$¢: najmniejszym kodem DFS jest kod z rysunku 3.1 j), nastgpnym w kolejnosci jest

kod z rysunku 3.1 b), potem kolejno z rysunkéw 3.1 ¢), 3.1d), 3.11),3.1k)i13.11).
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Definicja 3.2. (minimalny kod DFS)
Minimalnym kodem DFS grafu G, oznaczanym przez min(G), nazywamy najmniejszy

(wedtug podanej wyzej relacji porzadkujacej) sposrod wszystkich kodéw DFS grafu G.

Minimalny kod DFS ma wiasnos$¢ etykiety kanonicznej grafu. Oznacza to, ze dwa
izomorficzne grafy maja ten sam minimalny kod DFS, dwa nieizomorficzne grafy maja rézne

minimalne kody DFS, oraz istnieje relacja porzadkujaca wsréd minimalnych kodéw DFS.

3.1.3. Drzewo kodow DFS

Definicja 3.3. (rozszerzenie kodu DFS)
Rozszerzeniem danego kodu DFSCoder(G) = (ag,aq,...a,) nazywamy kazdy ciag
w postaci (ag, ai, . . . @y, b). Rozszerzenie kodu DF SCoder(G) nazywamy poprawnym, jezeli

jest ono kodem DFS grafu GG rozszerzonego o jedna krawedz.

Jezeli kod DFS « reprezentuje graf (G, wtedy poprawne rozszerzenie kodu « reprezentuje
rozszerzenie grafu G o jedna krawedZ. Autorzy algorytmu gSpan dowodza, ze aby
rozszerzenie kodu bylo poprawne, graf G musi by¢ rozszerzany w okreslony sposéb: krawedz
moze by¢ dodawana jedynie do wierzchotkéw z prawej Sciezki drzewa rozpinajacego grafu, to
znaczy do najkrotszej Sciezki taczacej wierzchotek o numerze ¢ réwnym 0, a wierzchotkiem
o najwigkszym numerze t7. Liczba rozszerzen kodu DFS danego grafu G jest zatem mniejsza
niz liczba rozszerzen grafu G (przy rozszerzaniu o jedna krawedz).

Dany kod DFS moze mieé¢ wiele rozszerzen, zatem wszystkie kody tworza drzewo.
Algorytm gSpan odkrywa czeste grafy przez przeszukiwanie w glab drzewa kodéw DFS.
Przeszukiwanie drzewa konczy si¢ w weztach o nieminimalnych kodach oraz w weztach

nieczgstych.

3.1.4. Algorytm gSpan

Wykonanie algorytmu gSpan (algorytm 3.1) rozpoczyna si¢ od wyznaczenia wsparcia
pojedynczych wierzchotkéw oraz pojedynczych krawegdzi. Wierzchotki i krawedzie sa
nastgpnie sortowane wedtug nierosnacego wsparcia. Te, ktérych wsparcie jest ponizej
progu minSup, sa usuwane z graféw zbioru .  Wierzchotki i krawedzie sa potem
przeetykietowywane w taki sposéb, aby porzadek wyznaczany z relacji etykiet odpowiadat
porzadkowi nierosnacego wsparcia. Nastgpnie odkrywane sa grafy czeste sktadajace sig

z jednej krawedzi. Grafy te zostaja umieszczone w zbiorze Fj oraz w zbiorze wynikowym
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R. Dla kazdego takiego grafu wyznaczany jest jego zbidr wspierajacy G.supportingSet oraz
minimalny kod DFS G.code, ktéry w tym przypadku bedzie jednym z dwéch mozliwych,
gdyz kazdy graf ma tylko dwa wierzchotki. Zbiér Fj jest sortowany ze wzgledu na pole
G.code. Nastgpnie ze zbioru F; pobierane sa kolejne grafy. Dla kazdego grafu G € F}
wywolywana jest procedura gSpanSubgraphMining, ktéra odkrywa wszystkie grafy czeste,
ktére moga powstaé przez rozszerzanie kodu DFS grafu G. Wynik procedury jest dodawany
do R. Nastgpnie z kazdego grafu zbioru D zostaja usunigte krawedzie, ktérych deskryptor
jest identyczny z deskryptorem jedynej krawedzi grafu G. Usunigcie tych krawgdzi nie zmieni
wyniku odkrywania graféw czestych, gdyz wszystkie grafy czgste zawierajace krawedzie o tym
deskryptorze juz zostaly znalezione. Po usunigciu krawedzi, niektére grafy moga mieé puste
zbiory wierzchotkéw i nalezy je usunac¢ ze zbioru . Jesli licznoS$¢ zbioru D stanie si¢ mniejsza
niz minSup dalsze odkrywanie graféw jest przerywane.

Procedura gSpanSubgraphMining(G, minSup) odkrywa wszystkie czeste grafy, ktére
powstaja z rozszerzanie kodu DFS grafu G. Na poczatku sprawdzane jest czy kod DFS G'.code
jest minimalny. Jesli kod nie jest minimalny procedura si¢ koniczy, gdyz nieminimalny kod
oznacza, ze graf izomorficzny z G juz powstal w innej gatezi drzewa przeszukiwan przestrzeni
graféw. W przypadku kodu minimalnego, graf G jest dodawany do zbioru graféw czestych
oraz wywolywana jest procedura gSpanChildren(G), ktéra zwraca grafy o kodach bedacych
rozszerzeniami kodu DFS grafu GG. Dla kazdego czestego grafu (. z tak uzyskanego zbioru
wywolywana jest rekurencyjnie procedura gSpanSubgraphMining(G’, minSup).

Procedura gSpanChildren(G) zwraca wszystkie grafy, ktére moga powstaé z grafu G
poprzez dodanie jednej krawedzi do prawej Sciezki drzewa rozpinajacego w glab, gdyz tylko
takie grafy maja kod DFS bedacy rozszerzeniem kodu DFS grafu GG. Dla kazdego grafu G’,
ze zbioru wspierajacego graf G, czyli G.supportingSet, generowane sa rozszerzenia grafu G
bedace grafami izomorficznymi z podgrafem grafu G’'. Autorzy wskazuja, ze do tego celu moze
postuzyé dowolny algorytm izomorfizmu z podgrafem, ale sami proponuja wlasny algorytm
wyszukujacy wszystkie zanurzenia grafu G w grafie G’. Zaproponowany algorytm dziata
w sposOb nastgpujacy: na poczatku znajdowane sa wszystkie zanurzenia pierwszej krawedzi
kodu G.code. Nastgpnie zanurzenia rozszerzane sa, jesli to mozliwe, o kolejna krawedz z kodu
G.code i tak dalej, az zostang dodane wszystkie krawedzie kodu G.code. W ten sposéb
znalezione zostaja wszystkie zanurzenia grafu G. Zanurzenia sa nastgpnie rozszerzane o jedng

krawedz, ale tylko w wierzchotkach znajdujacych si¢ na prawej Sciezce drzewa rozpinajacego
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w glab, aby uzyskane rozszerzenia byty poprawne, to znaczy byly kodami DFS. W efekcie
uzyskuje si¢ rozszerzenia grafu G wspierane przez graf G'.

Do opisanego algorytmu mozna wprowadzi¢ kilka dodatkowych optymalizacji, ktérych
celem jest przede wszystkim unikanie generowania rozszerzen o nieminimalnych kodach.
Szczeg6ty znajduja si¢ w [76]. Zaimplementowany w platformie ParMol algorytm posiada

wszystkie optymalizacje.

Algorytm 3.1 gSpan(ID, minSup)
posortyj i przeetykietuj wierzchotki i krawedzie graféw z D wg nierosnacego wsparcia;
usun nieczgste wierzchotki i nieczeste krawedzie ze wszystkich gratow zbioru D;
Fy < czeste grafy o jednej krawedzi;
posortuj F; wg kodéw DFS;
R« Fi;
for all G € F; do
R < R U gSpanSubgraphMining(G, minSup)
usun z graféw D krawedzie o deskryptorach takich samych jak deskryptor jedynej
krawedzi grafu G
usun ze zbioru D grafy o pustych zbiorach wierzchotkéw;
if |D| < minSup then
break;
end if
end for
return R;

Algorytm 3.2 gSpanSubgraphMining(G,minSup)
if G.code nie jest minimalny then
return ();
end if
R+ 0;
R+ RU{G};
for all G. € gSpanChildren(G) do
if |G..supportingSet| > minSup then
R <+ R U gSpanSubgraphMining(G.);
end if
end for
return R;

3.1.5. Odkrywanie niespojnych graféw czestych

W pracy [77] zostala zasygnalizowana mozliwo$¢ modyfikacji algorytmu gSpan, tak
aby odkrywane byty réwniez czgste grafy niespdjne. W tej pracy ten algorytm bedziemy

nazywac gSpanUnconnected. Algorytm gSpanUnconnected wymaga przedefiniowania pojgcia
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Algorytm 3.3 gSpanChildren(G)
R« 0
for all G’ € G.supportingSet do
for all graf G. = G taki, ze kod DFS G..code jest rozszerzeniem kodu G.code do
Ge.supportingSet < G..supportingSet U {G"};
R+ RU{G.};
end for
end for
return R;

kodu DFS grafu. Kazdy graf GG jest reprezentowany jako zbiér sktadowych spdjnych G =
{CG1,CGy,...,CG,}. Kod DFS grafu GG jest reprezentowany jako uporzadkowana lista
kodéw DEFS jego spdjnych sktadowych. Kod DFS grafu GG jest minimalny, gdy kody DFS
wszystkich jego sktadowych spéjnych sa minimalne. Kod DFS s = (sq, s1,...8,),50 < $1 <
... < s, moze by¢ rozszerzony na dwa sposoby:

— dodanie do listy s kodu s, ;1 > s, ktory reprezentuje graf o jednej krawedzi;

— rozszerzanie kodow sy, . .. s,, w taki sam spos6b jak w algorytmie gSpan

3.2. FFSM

Algorytm F'F'SM [37] (Fast Frequent Subgraph Mining) odkrywa grafy czgste poprzez
zarowno rozszerzanie jak 1 taczenie wczeSniej odkrytych graféow czestych.  Grafy sa
reprezentowane w postaci pewnego rodzaju macierzy sasiedztwa (ang. adjacency matrix),
a unikanie tworzenia duplikatéw jest zapewnione przez odrzucanie graféw, ktérych
reprezentacja nie jest w postaci postaci kanonicznej macierzy sasiedztwa (ang. canonical
adjacency matrix). Do wyznaczania wspar¢ graféw kandydujacych wykorzystywana jest lista

ich zanurzen w grafach wejSciowej bazy graféw.

3.2.1. Kanoniczna macierz sasiedztwa

Definicja 3.4. (macierz sqsiedztwa)
Macierz sasiedztwa grafu G' o n wierzchotkach, oznaczana jako M (G), jest macierza n X n,
w ktorej:

— przekatna, czyli elementy m;;,0 < ¢ < n, zawiera etykiety wierzchotkéw graféw;
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Rysunek 3.2. Cztery wybrane macierze sasiedztwa grafu G.

— czeS¢ pod przekatna, czyli elementy m;;,0 < j < 7 < n, zawierajq etykiety krawedzi
pomigdzy wierzchotkami ¢ oraz j, lub 0, jesli krawedZ nie istnieje;
— czeS¢ nad przekatna, czyli elementy m,;,0 < 7 < j < n, jest pusta;
Element m;; jest elementem macierzy M (G) znajdujacym si¢ w i — tym wierszu i j — tej
kolumnie. Poniewaz elementy ponad przekatng sa zawsze réwne 0 macierz M (G) jest macierza

trojkatna.

Kazdy graf o n wierzchotkach posiada co najwyzej n! rdéznych macierzy sasiedztwa,
co wynika z liczby permutacji wierzchotkow znajdujacych si¢ na przekatnej macierzy. Na

rysunku 3.2 przedstawione sa cztery przyktadowe macierze sasiedztwa grafu G.

Definicja 3.5. (kod macierzy sqsiedztwa)
Kodem macierzy sasiedztwa M, oznaczanym jako code(M), jest ciag elementéw macierzy M

w nastepujacej kolejnosci: mgg, m19, M1, Mg, Ma1, M2, - - ., My, - - - M.

Definicja 3.6. (CAM, kanoniczna macierz sqsiedztwa)
Kanoniczng macierza sasiedztwa (ang. canonical adjacency matrix) grafu (G, oznaczang jako
CAM(G), jest ta sposrod wszystkich macierzy sasiedztwa grafu G, ktéra ma najwigkszy kod

ze wzgledu na porzadek leksykograficzny.
Kod kanonicznej macierzy sasiedztwa spetnia warunki etykiety kanoniczne;j.

Przyklad 3.2. Na rysunku 3.2 przedstawione sa cztery wybrane macierze sasiedztwa grafu G.
Wszystkich macierzy sasiedztwa jest 5! = 120. Kody przedstawionych macierzy to kolejno:
code(My) = (X,a,X,a,b,Y,0,¢,b,7,0,0,d,0, Z)

code(Ms) = (X,a,Y,a,b,X,0,b,¢,7,0,d,0,0, Z)

code(Ms) = (Y, b, X,b,¢,Z,d,0,0,Z,a,a,0,0, X)
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code(My) = (Z,d,Y,0,b,Z,0,b,¢,X,0,a,0,a, X)
code(M) < code(Ms) < code(Ms) < code(My).
Kod macierzy M, jest najwigkszy z kodow wszystkich mozliwych macierzy sasiedztwa.

My, jest kanoniczng macierza sasiedztwa grafu G. CAM (G) = M,.

Definicja 3.7. (maksymalna podmacierz wtasciwa)

Niech M bedzie macierza sasiedztwa grafu G o n wierzchotkach, a K begdzie macierza,
ktéra powstaje z M przez wyzerowanie ostatniego niezerowego elementu z ostatniego wiersza
macierzy M, ktoéry nie lezy na przekatnej. Maksymalna podmacierza wtasciwa macierzy M
nazywamy macierz K, jesli co najmniej jeden element z ostatniego wierzsza macierzy K, ktéry
nie nalezy do przekatnej macierzy K, jest niezerowy. W przeciwnym przypadku maskymalna
podmacierza wlaSciwa macierzy M jest macierz powstala z K poprzez usunigcie ostatniego

wiersza i ostatniej kolumny macierzy K.

Jesli macierz M jest macierza sasiedztwa grafu G, wtedy maksymalna podmacierz
wlasciwa K macierzy M reprezentuje graf G—, ktéry powstal przez usunigcie jednej krawedzi
z grafu G. Jesli M = CAM (G) wtedy K = CAM(G™).

Na rysunku 3.3 przedstawiony jest graf G wraz z jego macierzag C AM (G) oraz tancuch
kolejnych maksymalnych podmacierzy wiasciwych. Kazdy kolejny graf ma o jedna krawedz
mniej. Podczas odkrywania graféw czestych bedziemy budowac tg¢ relacje w odwrotnej
kolejnosci, przy czym efektem nie bedzie tancuch macierzy C'AM lecz drzewo macierzy
CAM, gdyz dwie rézne macierze C'AM moga mieé¢ t¢ sama maksymalng podmacierz

wlasciwa. Przyktadowe drzewo ztozone z macierzy C AM znajduje si¢ na rysunku 3.4.

Definicja 3.8. (suboptymalna kanoniczna macierz sqsiedztwa, suboptymalna CAM)
Macierz sasiedztwa M jest suboptymalna kanoniczna macierza sasiedztwa (suboptymalna
CAM), gdy nie jest kanoniczna macierza sasiedztwa, ale jej maksymalna podmacierz wtasciwa

jest kanoniczng macierza sasiedztwa.

3.2.2. Generowanie kandydatow

Autorzy F'F'SM zdefiniowali dwie operacje: rozszerzania grafu F'F'SM _FExtension oraz
taczenia grafow F'F'SM _Join, ktére tacznie pozwalaja na zbudowanie drzewa zawierajacego
macierze C'AM oraz suboptymalne macierze C'AM, rozpoczynajac od grafu z pustym zbiorem

wierzchotkow.
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Rysunek 3.3. Maksymalne podmacierze wiasciwe oraz grafy przez nie reprezentowane. Idac od lewej

do prawej kazda macierz jest maksymalna podmacierza wtasciwa macierzy poprzednie;j.

Operacje rozszerzania i e taczenia do powstawania zaréwno C'AM jak i suboptymalnych
CAM, ale tylko C AM sa kandydatami na grafy czgste. Jesli kandydat okaze si¢ nieczgsty nie
jest juz wykorzystywany do generowania kolejnych kandydatéw. Autorzy dowodza, ze takie

generowanie kandydatow nie pomija zadnych graféw czestych.

Operacja FFSM_Join

Operacja F'F'SM _Join generuje zbiér nowych graféw poprzez potaczenie ze soba dwéch
graféw G; 1 G,. Wynikowy zbiér zawiera maksymalnie dwa grafy. Wedlug algorytmu
grafy G; 1 G2 moga by¢ zlaczone tylko wtedy, gdy ich macierze sasiedztwa maja dokladnie
te sama maksymalna podmacierz sasiedztwa. Autorzy algorytmu FFSM definiuja trzy
przypadki zlaczen, ktére schematycznie sa przedstawione na rysunku 3.5. Rodzaj ztaczenia
jest wybierany w zaleznoS$ci od rodzaju taczonych macierzy sasiedztwa. Autorzy definiuja
dwa rodzaje macierzy - macierz wewnetrzng oraz macierz zewnetrzng. Macierz wewngtrzna to
macierz, ktéra w ostatnim wierszu posiada co najmniej dwie krawedzie. Macierz zewngtrzna to
macierz, ktéra w ostatnim wierszu posiada tylko jedna krawedZ. Pierwszy przypadek operacji
FFESM_Join, oznaczony na rysunku 3.5 jako 7.1, dotyczy taczenia macierzy wewnetrznych.
W tym przypadku macierza wynikowa jest macierz pierwsza, w ktorej zamiast elementéw
zerowych wystepuja elementy z tej samej pozycji z macierzy drugiej. Drugi przypadek - ;.2

- dotyczy laczenia macierzy wewngetrznej z macierza zewnetrzna. W tym przypadku macierza
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Rysunek 3.4. Drzewo zlozone z CAM utworzone na podstawie przykladowego zbioru graféw.

Krawedzie drzewa oznaczaja relacje typu maksymalna podmacierz wtasciwa.

wynikowa jest macierz pierwsza, w ktoérej dodano ostatni wiersz i kolumn¢ z wartoSciami
pobranymi z macierzy drugiej. Trzeci przypadek sktada si¢ z dwéch wariantéw - 7.3a 1 j.3b -
dotyczy faczenia macierzy zewnetrznych. W przypadku j.3a macierze taczy si¢ tak samo jak
w zlaczeniu j.1, a w przypadku 7.3b - tak jak w przypadku j.2 z ta réznica, ze w dodawanym

do macierzy wierszu i kolumnie nalezy dostawi¢ O przed ostatnim elementem.

Operacja FFSM_Extension

Operacja F'F'SM_FExtension generuje zbiér nowych graféw przez dodanie do grafu GG
jednej krawedzi. Aby rozszerzenie macierzy byto mozliwe musi ona by¢ macierza zewngtrzna,
czyli posiadajaca tylko jedna krawedZ w ostatnim wierszu. Rozszerzenie macierzy polega na
dodaniu jednego nowego wierzchotka i polaczeniu go krawedzia z ostatnim wierzchotkiem
macierzy. Operacja rozszerzenia generuje tyle nowych macierzy, ile jest réznych par (etykieta

wierzcholka, etykieta krawedzi). Rozszerzenie macierzy o wielkosSci n x n o wierzchotek
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o etykiecie [bl(v) i krawedzZ o etykiecie Ibl(e) powoduje powstanie nowej macierzy (n + 1) x
(n+1) poprzez dodanie jednego wiersza i jednej krawgdzi. Dodany wiersz sktada si¢ z samych

zer z wyjatkiem dwéch ostatnich elementéw, ktérymi sa (bl(e) i Ibl(v).
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Rysunek 3.5. Trzy przypadki taczenia graféw w operacji FFSM_Join.

3.2.3. Wyznaczanie wsparcia

Algorytm FFSM przechowuje liste zanurzen, ktéra jest aktualizowana w czasie
wykonywania operacji FFSM_Join i FFSM_FExtensions. Wsparciem grafu
kandydujacego G, jest liczba takich graféw G’ z wejSciowej bazy graféw, ze (. posiada
zanurzenie w (G'. Zanurzenia stuzg dodatkowo jako wskazéwka do generowania rozszerzen
w operacji F'F'SM_FExtensions. Dzigki temu operacja rozszerzania nie musi generowac
wszystkich kandydatow, ktére wynikaja z liczby par (etykieta wierzcholka, etykieta krawedzi),

a tylko te, ktére wystepuja w zanurzeniach.
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3.2.4. Algortym FFSM

Wykonanie algorytmu FFSM (algorytm 3.4) rozpoczyna si¢ od znalezienia czgstych
graféw o jednej krawedzi oraz czestych graféow o jednym wierzchotku. Grafy reprezentowane
sa W postaci kanonicznych macierzy sasiedztwa C'AM. Zbidr czestych graféw o jednym
wierzchotku zostaje dodany do zbioru wynikowego R. Grafy o jednej krawedzi sa
przekazywane do procedury FFSM_FEzxplore, ktérej wynik jest dodawany do zbioru
wynikowego R.

Procedura F'FSM_Explore(P) zwraca wszystkie grafy czgste, ktére powstaja przez
rozszerzanie i faczenie graféw ze zbioru P. Grafy ze zbioru P, ktérych macierze sasiedztwa nie
sa kanoniczne, sa pomijane. Wszystkie pozostale zostaja umieszczone w zbiorze wynikowym.
Okreslenie, czy macierz jest kanoniczna, wymaga utworzenia wszystkich macierzy sasiedztwa
danego grafu i znalezienia macierzy o najwigkszym kodzie. Tworzony jest takze zbiér nowych
kandydatéw C. Do zbioru C' zostaja dodane grafy powstate w wyniku operacji F'F'SM_Join
na kazdej parze macierzy z zbioru P, w ktdrej co najmniej jedna macierz jest C AM, oraz grafy
powstale w wyniku operacji F'F'SM_FExtensions na kazdej CAM ze zbioru P. Operacje
te wyznaczaja jednocze$nie wsparcie powstalych kandydatéw. Kandydaci nieczgéci oraz
kandydaci, ktérych macierze sasiedztwa nie sa ani kanoniczne ani suboptymalne sa usuwanie
ze zbioru C. Nastepnie rekurencyjnie jest wywotywana procedura F'F'SM _FExplore(C), a jej

wynik jest dodawany do zbioru wynikowego.

Algorytm 3.4 FESM(D, minSup)
R <+ CAM czgstych graféw o jednym wierzchotku;
P < CAM czgstych graféw o jednej krawedzi;
R <+ RUFFSM_Ezplore(P);
return R;

3.3. MoFa

Algorytm MoFa [13] (Molecule Fragment miner), znany tez pod nazwa MoSS
[12] (Molecular Substructure Mining), odkrywa spdjne grafy czeste poprzez rekurencyjne
rozszerzanie grafow czestych o jedng krawedZ. Algorytm wykorzystuje zanurzenia zaréwno do
wyznaczania wsparcia, jak i generowania kandydatéw, co gwarantuje, ze maja one niezerowe

wsparcia. Do ograniczenia powstawania duplikatow stosowana jest prosta zasada méwiaca,

40



Algorytm 3.5 FFSM_Explore(zbiér macierzy sasiedztwa P)
R+ 0;
for all X € P do
if X.isC AM () then
R+ RU{X};
C + 0
forallY € Pdo
C<+ CUFFSM_Join(X,Y);
end for
C < CUFFSM_Extension(X);
w zbiorze C' pozostaw tylko czgste C'AM i czeste suboptymalne C'AM;
R <+ RUFFSM_FEzxplore(C);
end if
end for
return R;

ze nie trzeba rozszerzaé grafu przez dodanie krawedzi do wierzchotka o numerze k, jesli
wczesniej graf byl rozszerzany przez dodanie krawedzi do wierzchotka o numerze wyzszym niz
k. Ten mechanizm eliminuje powstawianie duplikatéw tylko w pewnym stopniu. W zaleznoSci
od wersji, algorytm albo zupelnie ignoruje problem powstawania duplikatow i dopuszcza
wystepowanie graféw izomorficznych w wynikowym zbiorze graféw czgstych, albo wykrywa

je za pomoca testow na izomorfizm grafu lub etykiet kanonicznych.

3.3.1. Generowanie kandydatow

Generowanie kandydatow polega na rozszerzaniu zanurzen danego grafu czestego o jedna
krawedz. Kazdy graf czesty ma ponumerowane wierzchotki w takiej kolejnosci, w jakiej
byty do niego dodawane. Z kazdym grafem czgstym G zwigzany jest tez numer wierzchotka,

nazwijmy go lastV, ktérego warto$¢ jest wyznaczona w nastgpujacy sposob:

— jesli graf G powstat przez rozszerzenie grafu G~ polegajace na dodaniu nowej krawedzi
pomigdzy dwa istniejace wierzchotki grafu G—, wtedy lastV przyjmuje wigkszy sposréd
numerdow tych wierzchotkow;

— jesli graf G powstat przez rozszerzenie grafu G~ polegajace na dodaniu nowej krawedzi
pomiedzy istniejacy wierzchotek v grafu G~ i nowo dodany wierzchotek, wtedy lastV

przyjmuje numer wierzchotka v.

41



Wedtug autoréw algorytmu MoF'a przy podanym numerowaniu wierzchotkdw i sposobie
wyznaczania wartoSci lastV dozwolone i wystarczajace do uzyskania wszystkich graféw

czestych sa tylko rozszerzenia dodajace jedng krawedzZ spetniajace dwa warunki:

1. W rozszerzaniu zanurzen biorg udziat tylko te wierzchotki, ktérych numery sa nie mniejsze
niz lastV.

2. Do wierzchotka o numerze lastV moga zosta¢ dodane tylko te krawedzie, ktére sa nie
mniejsze niz najwigksza z krawedzi wychodzacych z tego wierzcholka, przy czym relacje
wigkszoSci wsrdd krawedzi okresla si¢ na podstawie etykiety tej krawedzi oraz etykiety

wierzchotka docelowego.

Wygenerowane rozszerzenia sa grupowane w klasy rownowaznosci wedtug nastgpujacego
schamatu. Do jednej klasy réwnowaznos$ci naleza wszystkie rozszerzenia, ktére polegaty na
dodaniu nowego wierzchotka o danej etykiecie [v i polaczeniu go krawedzia o danej etykiecie
el do wierzchotka o danym numerze k. Do jednej klasy rownowaznosci naleza takze wszystkie
rozszerzenia, ktére polegaty na dodaniu krawedzi o danej etykiecie el pomigdzy wierzchotki
o danych numerach k£ i [. Tak skonstruowane klasy réwnowazno$ci nie sa rdwnowazne
z klasami rOwnowaznos$ci generowanymi przez izomorfizm graféw. Wszystkie grafy nalezace
do jednej klasy réwnowaznosci sa izomorficzne, ale dwa izomorficzne grafy moga naleze¢ do
r6znych klas rownowaznosci. Klasa rtéwnowaznosci reprezentuje graf kandydujacy, a elementy

tej klasy sa zanurzeniami tego grafu w grafach wejSciowej bazy danych.

Przyklad 3.3. Szukamy rozszerzen zanurzenia grafu G w grafie G’ z rysunku 3.6. Kolejnos¢,
w jakiej wierzchotki byty dodawane do grafu G jest zaznaczona numerami przy wierzchotkach.
Jako ostatni zostal dodany wierzcholek nr 5 poprzez dodanie krawedzi do wierzchotka nr 4,
zatem lastV = 4. Nowe krawedzie moga by¢ dodane tylko do wierzchotkéw o numerze nie
mniejszym niz 4, czyli w tym przypadku tylko do wierzchotkéw nr 4 Iub nr 5. Od wierzchotka
nr 5 prowadza dwie nowe krawedzie - obie do wierzchotkow o etykiecie X. Powstang
zatem dwa rozszerzenia nalezace do jednej klasy rownowaznosci. W efekcie powstanie
nowy kandydat C}, ktéry ma dwa zanurzenia w grafie G’. Natomiast od wierzchotka nr 4
prowadza trzy nowe krawedzie: Y — X, Y — Z, Y — X, ale tylko krawedZ prowadzaca
do wierzchotka o etykiecie Z spetnia warunek rozszerzenia, gdyz najwigksza krawedzia
wychodzaca z wierzcholka nr 4 jest Y — Y. Rozszerzenie o krawedz Y — Z prowadzi do

powstania kandydata C5 o jednym zanurzeniu w G'.
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lastV=4

Rysunek 3.6. Graf czgsty G wraz z jego zanurzeniem w G’. Cy i Cs sa jedynymi kandydatami, ktére

moga zostaé wygenerowane z G przy podanym numerowaniu wierzchotkow.

3.3.2. Algorytm MoFa

Wykonanie algorytmu MoF'a (algorytm 3.6) rozpoczyna si¢ od znalezienia wszystkich
czestych graféw o jednym wierzchotku wraz z ich zanurzeniami. Grafy te zostaja posortowane
niemalejaco wedlug wsparcia i dodane do zbioru wynikowego . Nastepnie dla kazdego z tych
graféw wykonywana jest procedura MoF'aExtension, ktérej wynik jest dodawany do zbioru
wynikowego R. Poniewaz do zbioru wynikowego R moga wielokrotnie by¢ dodawane grafy
identyczne ze wzgledu na izomorfizm, zostaja one odfiltrowane ze zbioru wynikowego przed

zakonczeniem algorytmu.

Algorytm 3.6 MoFa(D, minSup)
F} «+ czeste grafy o jednym wierzchotku;
posortuj F; wg niemalejacego wsparcia;
R« Fy;
for all G € F; do
R <+ RU MoFaFExztension(G);
end for
usun duplikaty ze zbioru R;
return R;

Procedura M oFaFEztension(G) ma za zadanie wygenerowaé wszystkie czgste grafy, ktére
moga powstacé przez rozszerzanie grafu (G. Procedura MoFaFExtension jest wykonywana
rekurencyjnie. Kazde wywotanie generuje rozszerzenia grafu G o jedna krawedz. Na poczatku
sprawdzane jest, czy zbidr wspierajacy G jest wystarczajaco liczny. Jesli nie jest, procedura
si¢ koficzy. W przeciwnym przypadku G dodawany jest do zbioru wynikowego i rozpoczyna
si¢ generowanie rozszerzen. Rozszerzenia sa tworzone na podstawie zanurzen grafu G.

Z kazdym zanurzeniem zwiazana jest zmienna [astV przechowujaca numer wierzchotka,
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ktéry jako ostatni zostal wybrany do dodania nowej krawedzi. 7Z danego zanurzenia
generowane sa wszystkie dozwolone rozszerzenia o jedna krawedz, to jest takie, ktore spetniaja
warunki podane w rozdziale 3.3.1. Wszystkie rozszerzenia s3 nastgpnie grupowane w klasy
rownowaznosci w sposéb opisany w poprzedniej sekcji. Kazda klasa reprezentuje nowego
kandydata na graf czesty. Dla kazdego kandydata wywolywana jest ponownie procedura

MoFaFExtension.

Algorytm 3.7 MoFaExtension(G)
if |G.supportingSet| < minSup then
return ();
end if
R+ @G
E « 0
for all G’ € G.supportingSet do
for all zanurzenie e € G.embeddings|G'] do
E + E U dozwolone rozszerzenia zanurzenia e o jedng krawedz;
end for
end for
pogrupuj £ na klasy réwnowaznosci EquivalenceClasses;
for all class € EquivalenceClasses do
(G,, G, ¢) < class. first; /x gdzie class jest zbiorem zanurzen, ¢ jest zanurzeniem
grafu G, (rozszerzenia grafu G) w grafie G’ x/
R+ RU MoFaEzxtension(G,);
end for
return R;

3.3.3. Modyfikacje algorytmu MoFa

Podstawowa wada algorytmu MoF'a jest generowanie kandydatow, ktore czgsto prowadzi
do wielokrotnego rozpatrywania izomorficznych kandydatéw. Nawet jesli zostanie wykryte,
ze rozpatrywany graf czesty jest izomorficzny z wykrytym wczesniej grafem czgstym,
nie mozna w tym miejscu przerwaé przeszukiwania, gdyz ten graf ma prawdopodobnie
inne numerowanie wierzchotkow niz poprzednio wykryty graf, zatem bedzie prowadzit do
powstania innych kandydatéw. Prosty mechanizm ograniczania redundancji przeszukiwania
zostat zaproponowany w [12]. Nosi on nazwe przycinania rownowaznych weztéw o wpdlnym
rodzicu (ang. equivalent siblings pruning) i polega na usuwaniu izomorficznych kandydatow
wygenerowanych z danego grafu czestego. Ws§rod graféw izomorficznych pozostawiany
jest tylko ten najmniej ograniczajacy rozszerzanie, a wigc z najmniejsza wartoscia lastV .

Im mniejsza warto$¢ lastV, tym wigcej potencjalnych rozszerzen. W [9] zauwazono, ze
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numerowanie wierzchotkéw zaproponowane w MoF'a mozna wykorzystaé do stworzenia
kanonicznej etykiety grafu. Zaproponowano ogélng rodzing etykiet kanonicznych, do
ktérej nalezy tez etykieta kanoniczna stosowana w algorytmie gSpan. Dla takiej etykiety
istnieje pojecie minimalnoSci oraz procedura sprawdzania minimalnosci. Wykrycie kandydata
o nieminimalnej etykiecie przerywa przeszukiwanie danej gatezi drzewa przeszukiwan. Przy
zastosowaniu etykiety kanonicznej autorzy raportuja wzrost wydajnoSci od kilkudziesigciu
do kilkuset procent w stosunku do algorytmu MoSS. W [12] zaproponowano modyfikacje

prowadzaca do odkrywania zamknigtych graféw czestych. Metoda ta zostata rozwinigta w [11].

3.4. Gaston

Algorytm Gaston [60] (Graph/Sequence/Tree extraction) odkrywa czeste grafy spdjne
w sposob wielofazowy. Najpierw odkrywane sa czeste taincuchy proste, nastgpnie czgste
drzewa i wreszcie czgste grafy z cyklami. Podstawowga zaleta tego podejScia jest fakt, ze
zarowno dla tancuchéw, jak i dla drzew, istnieja szybkie metody generowania kandydatow
czgstych bez powtérzen. Problem wykrywania i unikania tworzenia duplikatéw pojawia sig¢
dopiero podczas generowania graféw. Dodatkowo podane struktury posiadaja naturalng relacje
zawierania: taicuchy sa czescia drzew, drzewa s czescig graféw. Zatem czgste drzewa moga
powstac tylko z czgstych taiicuchow, czeste grafy - z czgstych fancuchéw lub z czgstych drzew.
Do wyznaczania wsparcia graféw kandydujacych wykorzystywane sa zanurzenia, ktére na

potrzebe tego algorytmu przechowywane sg strukturze drzewiaste;j.

3.4.1. Generowanie kandydatow

Algorytm Gaston stosuje oddzielne metody generowania kandydatéw dla kazdego rodzaju
struktur: fancuchéw prostych, drzew i graféw.

W przypadku taficuchéw prostych stosowana jest metoda zaczerpnigta z algorytmu
odkrywania czgstych taicuchéw prostych MolF'ea [44]. Metoda ta wykorzystuje pojecie
tzw. unikalnego poprzednika tancucha prostego. Unikalnym poprzednikiem taricucha prostego

U1,€1,V2,...,€En_1, Uy Jest:

V1,€1,V2,...,€Ep_2,Un_1, Jeéll (lbl(1)1>, lbl(@l), lbl(l}g), ey lbl(en_g), lbl(’l)n_l))
< (Ibl(vy), bl (en_1), - .., Ibl(es), Ibl(vs))

Vg, €9,V3,...,€En_1,VUn, W przeciwnym przypadku.
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Kandydujace taficuchy proste powstaja przez rozszerzanie czgstych lancuchéw prostych
o jedna krawedz. Zat6zmy, ze rozszerzany jest dany fancuch prosty p. Jesli p jest symetryczny,
wtedy rozszerzany jest tylko jeden koniec tardcucha, dajac w wyniku jeden nowy taficuch
kandujacy. Jesli p jest niesymetryczny, rozszerzane sa oba kornce taricucha, dajac w efekcie
dwa nowe taincuchy kandydujace. Jesli okaze sig¢, ze p nie jest unikalnym poprzednikiem
powstatego tanicucha, taki tancuch jest odrzucany, gdyz zostat on juz lub dopiero zostanie
wygenerowany z innego laricucha.

Generowanie drzew kandydujacych opiera si¢ na rozwinigciu metod znanych z algorytméw
odkrywania czestych drzew, w szczegdlnosci algorytméw Unot [3] 1 uF'reqt [59]. Drzewa
kandydujace powstaja badZ z czgstych taficuchéw prostych, badz z czgstych drzew. Szczegdty
sa opisane w [60].

Generowanie graféw kandydujacych polega na rozszerzaniu czgstych taficuchéw prostych,
czestych drzew oraz czestych graféw oraz sprawdzaniu, czy wygenerowany graf nie byt juz
wczesniej rozpatrywany. Nie stosuje si¢ rozszerzen wprowadzajacych nowy wierzchotek. Do
wykrywania duplikatéw uzywana jest struktura mieszajaca zawierajaca etykiety kanoniczne

graféw uzyskiwane za pomocg programu NAUTY'!.

3.4.2. Przechowywanie zanurzen

Struktura przechowujaca zanurzenia danego grafu GG jest wielopoziomowa i rozrasta si¢
wraz z rozszerzaniem grafu. Jesli graf G posiada tylko jeden wierzchotek (powiedzmy v),
wtedy ta struktura sktada si¢ z jednego poziomu, ktéry zawiera liste zanurzen tego wierzchota
we wszystkich grafach zbioru D. Pojedyncze zanurzenie na tej liScie reprezentowane jest jako
tréjka (—, G’,v’), gdzie G’ jest grafem, w ktérym jest zanurzony graf GG, a v’ jest wierzchotkiem
grafu G’ o etykiecie identycznej z etykieta wierzchotka v.

Po kazdym rozszerzeniu grafu G o nowa krawedZ do struktury dodawany jest jeden
poziom. Jesli rozszerzenie grafu GG polegato na dodaniu jednego nowego wierzchotka v i jednej
nowej krawedzi, tworzac nowy graf (G., wtedy ten nowy poziom zawiera list¢ tréjek ¢ =
(parent, G',v"), gdzie parent jest indeksem tréjki z poziomu wyzej, G’ jest grafem, w ktérym
jest zanurzony graf G., a v’ wierzchotkiem, ktéremu przyporzadkowany jest wierzchotek
v w zanurzeniu grafu G. w grafie G'. Wartosci przyporzadkowan pozostatych wierzchotkéw

tego zanurzenia odczytuje si¢ z poziomu wyzej, z tréjki o indeksie réwnym parent.
! NAUTY, http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/nauty/implement.shtml
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Jesli rozszerzenie grafu (G polegalo na dodaniu jednej nowej krawedzi pomigdzy
wierzchoiki istniejace w grafie GG, tworzac nowy graf G., wtedy nowy poziom zawiera liste
tréjek ¢t = (parent, —, —), gdzie parent jest indeksem tréjki z poziomu wyzej. Zanurzenia
grafu G, w grafy ze zbioru D odczytuje si¢ wtedy z poziomu wyzej, z trjki o indeksie réwnym
parent.

Na rysunku 3.7 przedstawiona jest struktura przechowujaca zanurzenia grafu G w grafach
G, 1 G5 z wejsciowej bazy graféw. Liczby przy wierzchotkach i krawgdziach pokazuja
w jakiej kolejnosci byt budowany graf G i odpowiadaja wierszom w strukturze przechowujacej
zanurzenia. Na poczatku G byt grafem o jednym wierzchotku i posiadal pig¢ zanurzen
w grafach z wejSciowej bazy graféw. Kolejne rozszerzenia tego grafu o jednym wierzchotku
byly rozszerzeniami wprowadzajacymi nowa krawedZ wraz z nowym wierzcholtkiem, co
przedstawiaja poziomy od 2 do 5 struktury zanurzen. Ostatnie dwa rozszerzenia - poziom 6
17 - sa rozszerzeniami o jedng krawedz bez wprowadzania nowego wierzchotka. Zanurzenia
grafu G znajduja si¢ na poziomie 7. Graf GG posiada dwa zanurzenia w grafie Gy i zadnego
w grafie Go. Stad wsparcie tego grafu wynosi 1. Aby zrekonstruowac zanurzenia grafu G,
nalezy przesledzi¢ wszystkie poziomy ze struktury zanurzen wybierajac na kazdym poziomie

zanurzenie wskazywane przez identyfikator parent z poziomu wyzej. Na poziomie 7 sa dwa

zanurzenia, zrekonstruujemy tylko jedno z nich: (3, —, —). Pole parent ma wartos¢ 3, nalezy
wiec wziaé trzecia tréjke z poziomu 6, czyli (3,—,—). Z poziomu 5 nalezy wigc wziaé

trzecia trojke, czyli (3, Gy, vs), z poziomu 4 nalezy wziaé trzecia trdjke, czyli (3, Gy, vg),
z poziomu 3 nalezy wzial trzecia tréjke, czyli (3, Gy, v1), z poziomu 2 nalezy wziaé trzecia
tréjka, czyli (2, G1,v2), a z poziomu 1 nalezy wzia¢ druga tréjke, czyli (—, G1,v,4). Zatem
w rozpatrywanym zanurzeniu grafu G w grafie G; pierwszy wierzcholek grafu G odpowiada
wierzchotkowi v, € G, drugi wierzchotek grafu G odpowiada wierzchotkowi v, € Gy,
trzeci wierzchotek odpowiada wierzchotkowi v; € G4, czwarty wierzchotek odpowiada

wierzchotkowi vg € (G4, a piaty wierzchotek odpowiada wierzchotkowi v; € (.

3.4.3. Algorytm Gaston

W algorytmie Gaston operacja rozszerzania grafu (tadcucha, drzewa, grafu z cyklami)
oznacza dodanie jednej krawedzi do struktury. Sposob rozszerzenia nazywamy przyrostem

i definiujemy w nastgpujacy sposob:
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G) BGv) (BGv) @Gv) (5G,v)

V) (6,é1,v6) (7,é2,v3)

Rysunek 3.7. Struktura zanurzen grafu G' w grafach G i Gb.

Definicja 3.9. (przyrost)

Jezeli graft G = (V, E,lbl, L) ma by¢ rozszerzony przez dodanie jednej nowej krawedzi
o etykiecie el pomigdzy wierzcholki v; € V iv; € V, wtedy przyrost jest czworka [¢ =
(vi,vj,el, —).

Jezeli graf G ma by¢ rozszerzony przez dodanie jednego nowego wierzchotka v ¢ V' o etykiecie
vl 1 jednej krawedzi o etykiecie el pomigdzy wierzchotki v; € V i v, wtedy przyrost jest
czwérka ¢ = (v;, —, el, vl).

Graf, ktéry powstat przez roszszerzenie grafu G o przyrost [“ bedziemy oznaczali jako [9(G).
Jesli graf 19(@) jest czesty, wtedy przyrost ¥ nazywamy przyrostem czestym. Przyrost (€ jest

dozwolony, gdy rozszerzenie [“(G) spetnia warunki rozszerzania z rozdzialu 3.4.1.

Dla danego grafu G, zbioér L jest zbiorem wszystkich przyrostéw, pozwalajacych na
wygenerowanie czestych rozszerzen tej struktury. Z kazdym przyrostem [© € L grafu G
jest zwiazana lista zanurzei embeddingList[l“], ktéra jest ostatnim poziomem ze struktury
zanurzen grafu G rozszerzonego o lg. Lista embeddingList[I®] jest zatem lista tréjek ¢ =
(parent, G',v"). Przez pos(t) bedziemy oznaczaé pozycje tréjki ¢ na tej liscie.

Wykonanie algorytmu Gaston (algorytm 3.8) rozpoczyna si¢ od znalezienia wszystkich
czestych graféw o jednym wierzchotku. Dla kazdego takiego grafu GG sa nastgpnie szukane
jego czgste przyrosty. Graf G wraz ze zbiorem jego czgstych przyrostéw jest nastgpnie
przekazywany do funkcji gaston Find Paths, ktérej celem jest rozszerzanie tancuchéw o jedng
krawedz. W zaleznoSci od tego, czy rozszerzenie prowadzi do powstania tafdcucha, drzewa,
czy grafu z cyklami wywotywana jest funkcja gastonFindPaths, gastonFindI'rees, lub
gastonFindCyclicGraphs. Kazda z funkcji rozszerza podang na wejsciu strukturg o jedna

krawedZz pochodzaca z listy przyrostow, przy czym brane sa pod uwage tylko dozwolone
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przyrosty. Do znajdowania nowych przyrostow stuza dwie funkcje: gastonJoin oraz

gastonExtend. Funkcje te jednocze$nie aktualizuja strukturg zanurzen.

Algorytm 3.8 gaston(ID, minSup)
Fy < zbidr czestych graféw o jednym wierzchotku;
for all G € Fj do
L < zbidr czestych przyrostéw grafu G
R + R U gastonFindPaths(G, L);
end for
return R;

Algorytm 3.9 gastonFindPaths(P,L)

for all dozwolony przyrost [ € L do
G« IP(P);
if ”.v; = null then /x I” jest przyrostem dodajacym jeden nowy wierzchotek i jedna
nowa krawedz */
L' + gastonExtend(I”);
for all przyrost I’V € L A 'Y # 1P do
L' < L' U gastonJoin(I I'T),
end for
R+ RU{G'};
if G’ jest taficuchem prostym then
R < RU gastonFindPaths(G', L"),
else
R < R U gastonFindTrees(G', L),
end if
else /x [7 jest przyrostem dodajacym jedna nowa krawedz * /
R + R U gastonFindCyclicGraphs(G', L');
end if
end for
return R;

Funkcja gastonJoin(I§,15) taczy ze zoba dwa przyrosty I§ i IS dajac w efekcie (jesli

), czyli przyrost grafu G, = [¢(G) o krawedZ wyspecyfikowang

istnieje) czesty przyrost ZZQIG(G
w przyroScie [$. Ta funkcja jednoczesnie generuje wszystkie zanurzenia grafu l? *(Ge).
Dziatanie funkcji jest nastepujace. Wynikowy przyrost [’ jest kopia przyrostu S, czyli bedzie
rozszerzat graf G, przez dodanie krawedzi w tym samym miejscu co [$'. Nastepnie znajdowane
sa wszystkie pary trdjek ¢, o, ktére maja identyczna warto$¢ pola parent, a t1 nalezy do listy
zanurzef przyrostu [{, t, nalezy do listy zanurzen przyrostu [§. Wspdlny rodzic oznacza,

ze zanurzenia t; 1 to sa rozszerzeniami jednego wspdlnego zanurzenia. Rozszerzenia mozna

zatem polaczy¢ tworzac nowa tréjke ¢t = (pos(t1),ts.G',t2.0"), czyli zanurzenie, ktdre jest
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Algorytm 3.10 gastonFindTrees(T,L)

for all dozwolony przyrost [7 € L do
G« IT(T);
R+ RU{G'};
if I”.v; = null then /x[” jest przyrostem dodajacym jeden nowy wierzchotek i jedna
nowg krawedz */
L' < gastonExtend(IT);
for all dozwolony przyrost I'" € L AT #£ 17 do
L' + L' U gastonJoin(I*,I'T);
end for
R < RU gastonFindTrees(G', L');
else /x [T jest przyrostem dodajacym jedna nowa krawedz */
for all przyrost I'" € L AI'T # 1T do
L' + L' U gastonJoin(I",I'T);
end for
R < R U gastonFindCyclicGraphs(G', L');
end if
end for
return R;

Algorytm 3.11 gastonFindCyclicGraphs(G,L)

for all dozwolony przyrost [ € L do

G+ 19(Q);

R+ RU{G'};

for all przyrost I'C € L taki, ze I'“.v; > [°.v; do

L' + L' U gastonJoin(1€,1'%);

end for

R < R U gastonFindCyclicGraphs(G', L');
end for
return R;

Algorytm 3.12 gastonJoin(l$, IS)

I+ 15,
embeddingList[l'] + 0,
for all (t; € embeddingList[l{],t, € embeddingList|lS] takie, ze t,.parent = ty.parent)
do
embeddingList[l'] < embeddingList[l')| U {(pos(t1),ts.G' t2.0")};
end for
if I’ jest czgste then
return {l'};
else
return (;
end if
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Algorytm 3.13 gastonExtend(/“)
C' + 0;/« zbiér kandydujacych przyrostéw /
for all t € embeddingList[l“] do
for all v’ € t.G' taki, ze {t.v',v'} € t.G'.E do /* wierzchotek v’ jest potaczony
krawedzia z t.v' w grafie t.G' x/
if v’ nalezy do zanurzenia ¢ then
v < wierzchotek grafu G, ktdry jest przyporzadkowany wierzchotkowi v’ € t.G’
W zanurzeniu t;
I'= (Lo, v, 10U ({t',0'}), —);
C <+ CU{l'};
embeddingList[l'] < embeddingList[l'| U {(pos(t),—, —)};
else
I'= (L, =, ' ({tv',v'}), —);
C+ CU{l'};
embeddingList[l'] <— embeddingList[l'| U{(pos(t),t.G',v")};
end if
end for
end for
usun nieczeste przyrosty ze zbioru C';
return C;

rozszerzeniem zanurzenia t; o krawedZz prowadzaca do tp.v’. Zanurzenie ¢ jest nastgpnie
dodawane do listy zanurzeni przyrostu wynikowego I’. Na koniec sprawdzane jest, czy przyrost
jest czgsty, co wykonuje si¢ przez wyznaczenie liczby réznych graféw t.G’ na jego liScie
zanurzen jes. Funkcja zwraca jednoelementowy zbior sktadajacy si¢ z przyrostu I, jesli [ jest
czesty lub zbiér pusty w przeciwnym przypadku.

Funkcja gastonExtned(I®) zwraca listg czgstych przyrostéw grafu G. = [9(G) wraz
z zanurzeniami graféw, ktére sa rozszerzeniami grafu G, o te przyrosty. Dziatanie tej funkcji
jest nastgpujace. Dla kazdego zanurzenia t € embeddingList[l“] i kazdego wierzchotka v/,
ktory jest potaczony krawegdzia z wierzchotkiem t.v' w grafie ¢.G’, wykonuje si¢ nastgpujacy
test. Sprawdzane jest, czy wierzchotek v’ nalezy do zanurzenia ¢, co mozna osiagnaé
sprawdzajac taiicuch wszystkich tréjek potaczonych przez pole parent zaczynajacy si¢ od t.
Jesli v bedzie wystgpowat w dowolnej z trjek tego tancucha, wtedy ¢’ nalezy do zanurzenia ¢.
W tym przypadku tworzony jest odpowiedni przyrost I’ dodajacy krawedZ pomigdzy isniejace
wierzchotki, a do jego listy zanurzen dodawana jest trojka (pos(t),—, —), co oznacza, ze
zanurzenie jest takie samo jak zanurzenie t. W przypadku, gdy wierzchotek v’ nie nalezy do

zanurzenia, tworzony jest odpowiedni przyrost [’ dodajacy nowa krawedz i nowy wierzchotek.

51



Do listy zanurzeii przyrostu !’ dodawana jest tréjka (pos(t),t.G’,v"). Ostatecznie funkcja

gastonExtend zwraca zbidr wszystkich znalezionych w ten sposéb czestych przyrostow.
Funkcje gastonFindPaths, gastonFindIrees wykorzystuja do rozszerzania zar6wno

operacje gastonJoin i gaston Extend, natomiast gaston FindCyclicGraphs - tylko operacje

gastonJoin.

3.5. Inne algorytmy

W tym rozdziale zostang wymienione pozostale wazne algorytmy odkrywania graféw
czestych. Przedstawiony ponizej przeglad nie jest oczywiscie kompletny; z duzo szerszym
ujeciem mozna zapoznac si¢ miedzy innymi w pracach [17, 25, 72]. Algorytm Subdue [16]
jest powszechnie uznawany za pierwszy algorytm odkrywajacy czeste grafy, choé w jego
opisie nie uzywa si¢ formalnej definicji grafu czestego. Ze wzgledu na sposéb dziatania,
polegajacy na zachtannym rozszerzaniu graféw kandydujacych, zbiér wynikowy generowany
przez algorytm Subdue jest niekompletny. Za pierwszy algorytm dajacy kompletny wynik
uznaje si¢ algorytm WARMR [24], ktéry jest systemem pozwalajacym na odkrywanie
roznego rodzaju wzorcéw czestych, nawet ogdlnieszych od graféw, pod warunkiem, ze
daja si¢ one zapisaC w postaci predykatow logicznych. Odkrywanie czestych wzorcow
odbywa si¢ za pomoca metod indukcji logicznej. Algorytm ten doczekal si¢ rozwinigcia
w postaci algorytmu FARMAR [43]. Algorytm AGM [39, 40] odkrywa czgste grafy
spojne 1 niespdjne, przy czym za definicj¢ podgrafu przyjmuje si¢ w nim podgraf indukowany
wierzchotkowo, zatem liczba uzyskanych graféw czestych jest z tego powodu mniejsza niz przy
klasycznej definicji podgrafu. Konstrukcja algorytmu AGM przypomina w budowie algorytm
Apriori. Zaproponowany pozniej algorytm AcGM [41] jest modyfikacja algorytmu AG M,
pozwalajaca na odkrywania wylacznie spéjnych graféw czestych. Algorytm F'SG [47, 48]
jest kolejnym algorytmem bazujacym na algorytmie Apriori. ParSeMiS? jest platforma
rozszerzajaca platforme¢ ParMol, w ktérej nacisk polozono na mozliwos¢ zréwnoleglenia
algorytméw odkrywania graféw czestych. Platforma ParSeM S sklada si¢ trzech algorytméw
zaimplementowanych z mysSla o wykorzystaniu wielowatkowSci: wymienionych wcze$niej
algorytméw gSpan i Gaston oraz algorytmu DAG-Miner [73], ktéry odkrywa czgste

skierowane grafy acykliczne. Do odkrywania graféw skierowanych stuzy takze algorytm

2 http://www2.informatik.uni-erlangen.de/EN/research/ParSeMiS/index.html
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RCD-Miner [67]. Istnieja tez algorytmy zaprojektowane do odkrywania czgstych graféw
zamknigtych, np. CloseGraph bedacy modyfikacja algorytmu gSpan lub LCG Miner [75],
a takze do odkrywania maksymalnych graféw czestych (SPIN [38]).



4. Proponowane algorytmy odkrywania cz¢stych

grafow z uwzglednianiem niespdjnosci

4.1. Algorytm odkrywajacy jednoczesnie grafy spojne i niespojne

Algorytm UGM (Unconnected Graph Miner) [64, 65], ktory jest propozycja autora
niniejszej rozprawy, pozwala na jednoczesne odkrywanie spéjnych i niespdjnych grafow
czestych. Algorytm tworzy kandydatéw na grafy czeste poprzez rozszerzanie graféw czgstych
o jedna krawedZ, niezaleznie od tego, czy utworzone rozszerzenie jest spdjne, czy nie.
Wsparcie grafu jest wyznaczane za pomocg testow na izomorfizm tego grafu z podgrafami
wejsciowej bazy graféw, a nie z wykorzystaniem zanurzen, co czyni algorytm znaczniej mniej
wymagajacym pamig¢ciowo. Mniejsze zapotrzebowanie na pamig¢¢ wynika tez z przeszukiwania
przestrzeni graféw w glab, a nie wszerz. Zapobieganie tworzeniu duplikatéw kandydujacych
grafow jest czgSciowo realizowane przez ustalong kolejno$¢ dodawania krawedzi - jesli graf byt
rozszerzany (by¢ moze wielokrotnie) o krawedz o deskryptorze £, to nie bgdzie juz rozszerzany
o krawedzie o deskryptorze mniejszym niz k.

W algorytmie UGM zastosowano dodatkowo cztery techniki optymalizacyjne: metodg
wykorzystujaca maksymalne czeste wielozbiory deskryptoréw krawedzi graféw, metode
wykorzystujaca zbior grafow nieczestych, metode wykorzystujaca zbior nieczestych
konstruktorow rozszerzen oraz metodg pozwalajaca na przerywanie wyznaczania wsparcia
grafu. Pierwsze trzy metody sa autorskimi pomystami w odniesieniu do odkrywania grafow

czestych. W przypadku czwartej metody autorskie sa heurystyki poprawiajace jej wydajnosc.
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4.1.1. Maksymalne czeste wielozbiory deskryptoréow krawedzi

Proponowana optymalizacja z  wykorzystaniem maksymalnych  wielozbioréw
deskryptoréw korzysta z pojeC zbioru czestego oraz maksymalnego zbioru czestego, ktore sa

zaczerpnigte z zagadnienia odkrywania zbioréw czestych [1].

Definicja 4.1. (zbior czesty)
Niech S bedzie rodzing zbioréw. Przy zadanym progu minimalnego wsparcia minSup zbiér F'
jest zbiorem czgstym, gdy [ jest podzbiorem co najmniej minSup zbioréw z rodziny S, czyli

gdy {X €S : FC X}| > minSup.

Definicja 4.2. (maksymalny zbior czesty))
Niech S bedzie rodzing zbioréw. Przy zadanym progu minimalnego wsparcia minSup zbior F’
jest maksymalnym zbiorem czgstym, gdy F' jest zbiorem czgstym oraz F' nie jest podzbiorem

zadnego innego zbioru czgstego.

Analogicznie mozna poda¢ definicj¢ wielozbioru czgstego oraz maksymalnego wielozbioru

czestego.

Definicja 4.3. (wielozbior czesty)
Niech S bedzie rodzing wielozbioréw. Przy zadanym progu minimalnego wsparcia minSup
wielozbior F' jest wielozbiorem czestym, gdy F' jest podzbiorem co najmniej minSup

wielozbioréw z rodziny S, czyli gdy [{X € S : F C X}| > minSup.

Definicja 4.4. (maksymalny wielozbior czesty))
Niech S bedzie rodzina zbioréw. Przy zadanym progu minimalnego wsparcia minSup
wielozbior F' jest maksymalnym wielozbiorem czestym, gdy F' jest wielozbiorem czgstym

oraz [’ nie jest podzbiorem zadnego innego wielozbioru czgstego.

Pomyst wykorzystania maksymalnych wielozbiorow deskryptorow krawedzi polega na tym,
aby przed rozpoczgciem odkrywania czestych graféw, wygenerowaé rodzing wielozbioréw
deskryptoréw krawedzi na podstawie graféw z wejSciowej bazy graféw DD, a nastgpnie
znalez¢ wielozbiory czgste w tej rodzinie. Z uzyskanych czestych wielozbiorow deskryptorow
krawedzi buduje si¢ nastgpnie kandydatow na grafy czeste.

Dla kazdego grafu GG z wejSciowej bazy graféw D nalezy wyznaczy¢ jego wielozbidr
deskryptoréw ES(G), wedtug definicji 2.24. Uzyskana w ten sposéb rodzing wielozbioréw
oznaczamy przez ES(D) = (Jgep £5(G). Na zbiorze ES(ID) wykonuje si¢ odkrywanie
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wielozbioréw czgstych przy minimalnym progu wsparcia takim samym jak minimalny prég

wsparcia dla odkrywania gratow czestych.

Lemat 4.1. Jezeli graf G jest grafem czgstym w zbiorze D, to ES(G) jest wielozbiorem czgstym

w rodzinie wielozbioréw ES(D).

Lemat nie zachodzi w druga strong. Nie kazdemu wielozbiorowi czgstemu ES(G)
odpowiada czesty graf. Nie zachodzi réwniez réwnos$¢ wsparcia grafu G i wsparcia
wielozbioru ES(G).

Lemat jest rOwnowazny nastgpujacemu stwierdzeniu: jeSli dany wielozbidr deskryptorow
es nie jest czesty, wtedy nie istnieje taki czesty graf G, ze es = ES(G). Whasnos¢ t¢ mozna
wykorzysta¢ na etapie generowania kandydatéw na grafy czeste. Nalezy generowal tylko
takich kandydatéw C, ktérych wielozbior deskryptorow ES(C) jest wielozbiorem czgstym.

Poniewaz istotne jest tylko pytanie, czy ES(C) jest czgsty, a nie jaka jest doktadna
warto$¢ jego wsparcia, wigc dla oszczgdnoSci czasu i pamigci wystarczy odkrywanie tylko
maksymalnych wielozbioréw czgstych w zbiorze F.S(DD), gdyz znajomos¢ wszystkich czestych
zbioré6w maksymalnych pozwala wywnioskowa¢ dla dowolnego wielozbioru deskryptoréw
krawedzi, czy jest czgsty, czy nie, a liczba czgstych wielozbiorow maksymalnych jest duzo
mniejsza od liczba wszystkich zbioréw czestych. Warunek generowania kandydatéw zapisuje

si¢ wtedy w nastepujacej postaci.

Nalezy generowac tylko takich kandydatow na grafy czeste C, ktorych wielozbior
deskryptorow ES(C) jest podzbiorem jednego z maksymalnych wielozbioréw czestych
uzyskanych z ES(D).

Istnieje wiele efektywnych algorytméw odkrywania zbioréw czgstych oraz maksymalnych
zbioréw czestych. Ich obszerny przeglad znajduje si¢ w [33]. Algorytmy te mozna wykorzystac
do odkrywania czgstych wielozbioréw w rodzinie zbioréw S w nastgpujacy sposob. Najpierw
kazdy wielozbior X € S nalezy przeksztalci¢ w zbiér X' o tej samej licznosci, zastgpujac
elementy e € X przez elementy ey, gdzie k jest numerem wystapienia danego elementu
w wielozbiorze. Na przyktad wielozbiér X = {a,a,a,b,b} zostanie zamieniony na zbidér
X' = {ay,a9,as3,b1,b2}. W tak utworzonej rodzinie zbioréw nalezy nastgpnie wykonaé

odkrywanie zbioréw czestych. Kazdy uzyskany zbidr czesty nalezy potem zamieni¢ na
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Rysunek 4.1. Wejsciowy zbior graféw D.

wielozbidr czgsty przez zignorowanie indekséw k. Na przyktad zbidr czgsty F' = {aq, as, b}

zostanie zamieniony na wielozbior czgsty F' = {a, a, b}.

Przyklad 4.1. Celem jest znalezienie czgstych graféw w wejSciowym zbiorze trzech graféw
przedstawionych na rysunku 4.1 przy zalozeniu progu minimalnego wsparcia minSup = 2.

Wielobiory deskryptoréw dla graféw z D to odpowiednio:

ES(Gy) = {({1,1},5)({1,1},5)({0,1},4)({0, 0}, 4)({0, 0}, 4)({0, 0}, 4)({0, 0}, 4)},
ES(G2) = {({0,0},5)({1,1},5)({0, 1}, 4)({0, 1}, 4)({0, 0}, 4)},
ES(Gs) = {({1,1},5)({1,1},5)({1,1},5)({0, 1}, 4)({0, 1}, 3)({0, 1}, 3)}.

Zbiory maksymalne wygenerowane z tych zbioréw przy minSup = 2 to:
ms; = {<{17 1}7 5)({17 1}7 5)<{07 1}7 4>}7
msa = {({17 1}7 5)({07 1}7 4)<{07 0}7 4>}

Dla prostszego zapisu przyjmijmy nastgpujace oznaczenia deskryptoréw krawedzi: a =
({1,1},5), b = ({0,1},4), ¢ = ({0,0},4). Zbiory maksymalne maja wtedy postac:
ms; = {aab}, msy = {abc}. Kandydaci na grafy czeste beda tworzeni tylko za pomoca
krawedzi o deskryptorach a, b i c. Doktadny sposéb tworzenia kandydatéw jest opisany
w rozdziale 4.1.5, a w tym przyktadzie istotny jest tylko fakt, ze wielozbior deskryptorow
krawedzi tworzonych kandydatéw musi by¢ podzbiorem zbioru ms; lub ms,. Zatem beda
generowani tylko kandydaci o nastgpujacych wielozbiorach deskryptoréw krawedzi: {a},
{b}, {c}, {aa}, {ab}, {ac}, {bc}, {aab}, {abc}. Dla przyktadu, kandydaci o wielozbiorze
deskryptoréw réwnym {bb} nie zostang wygenerowani, gdyz {bb} nie jest podzbiorem zednego
maksymalnego zbioru czgstego. Zbiér {bb} nie jest zatem zbiorem czestym, a co za tym idzie

zaden graf o wielozbiorze deskryptoréw réwnym {bb} nie jest czgsty.
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4.1.2. Zbioér grafow nieczestych

Wykorzystanie zbioru graféw nieczestych w celu optymalizacji algorytmu UG M opiera si¢

na wlasnosci 4.1.

Wiasnos¢ 4.1. Jezeli graf G jest nieczesty oraz G jest izomorficzny z podgrafem grafu G, to

graf G’ jest nieczesty.

Podczas odkrywania graféw czestych algorytm UG M utrzymuje zbidr graféw nieczestych
GN, w ktérym umieszczani sa nieczgsci kandydaci.

Jezeli dowolny z graféw ze zbioru GN jest izomorficzny z podgrafem rozpatrywanego
kandydata C, wtedy C' jest nieczesty i nie trzeba wykonywac kosztownej operacji wyznaczania
wsparcia. Zamiast wykonywaé testy na izomorfizm kandydata C' z podgrafami graféw
z wejSciowej bazy graféow D wykonuje si¢ testy na izomorfizm graféw ze zbioru GN
z podgrafem kandydata C'. Jak pokazuja eksperymenty jest to operacja zdecydowanie szybsza,
nawet w przypadku, gdy zbiér GN jest duzo liczniejszy niz zbiér D. Wynika to z dwdéch
faktéw. Po pierwsze grafy w zbiorze GN sa duzo mniejsze niz w grafy z zbiorze D,
a po drugie zbiér GN jest przechowywany w strukturze wspierajacej wykonywanie takich
operacji (rozdziat 4.1.7). Poza tym, do zbioru GN nie sa dodawane wszystkie odnajdywane
grafy nieczgste, a jedynie te, ktérych nieczesto$¢ zostala stwierdzona przez wyznaczenie
wsparcia, gdyz wywnioskowanie nieczgstosci grafu G w inny sposéb (tzn. za pomoca czgstych
wielozbioréw deskryptoréw, zbioru graféw nieczgstych lub zbioru nieczgstych konstruktorow
rozszerzen) umozliwia wywnioskowanie nieczgstosci kazdego nadgrafu grafu G' w ten sam
sposob. Dodanie takiego grafu do zbioru GN byloby wigc redundantne, powigkszatoby zbiér

GN i spowalniato wnioskowanie.

4.1.3. Zbior nieczestych konstruktorow rozszerzen

Definicja 4.5. (konstruktor rozszerzen)
Konstruktorem rozszerzen nazywamy pare (G, ed), gdzie G jest grafem, a ed jest deskryptorem

krawedzi.

Definicja 4.6. (nieczesty konstruktor rozszerzen)
Konstruktor rozszerzeni k = (G, ed) jest nieczesty, gdy kazde rozszerzenie grafu G o krawedz

o deskryptorze ed jest nieczgste. Rozszerzenie grafu o krawedZ o deskryptorze ed polega
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na dodaniu jednej krawedzi do grafu i moze utworzy¢ zaréwno graf spdjny, jak i niespjny.

Operacja rozszerzania jest szczegétowo opisana w rozdziale 4.1.6.

Podczas odkrywania graféw czestych algorytm UGNM utrzymuje zbiér nieczgstych
konstruktoréw rozszerzen NKR. Wykorzystanie zbioru NKR w celu optymalizacji algorytmu

UG M opiera si¢ na wlasnosci 4.2.

Wilasnosé 4.2. Jezeli wszystkie rozszerzenia grafu G o krawed? o deskryptorze ed sq nieczeste
oraz G jest izomorficzny z podgrafem grafu G', to wszystkie rozszerzenia grafu G' o krawed?

o deskryptorze ed sq nieczgste.

Whioskowanie ze zbioru NKIR ma miejsce na etapie tworzenia graféw kandydujacych
poprzez rozszerzanie grafu czgstego. Jezeli graf czgsty G ma by¢ rozszerzony o krawedz ed,
a w zbiorze NKR istnieje taki konstruktor rozszerzen k = (G, ed), ze graf G jest izomorficzny
z podgrafem grafu G’, wtedy rozszerzanie grafu G’ o krawedz ed nie jest wykonywane.

Mozna zauwazy¢, ze, gdyby zrezygnowaé ze zbioru NKR, do zbioru GN zostatyby dodane
wszystkie grafy, ktére moga powstaé z nieczestych konstruktoréw rozszerzen znajdujacych sig
normalnie w NKR. Wnioskowanie ze zbioru GN wykrytoby wtedy migdzy innymi te same
nieczeste grafy kandydujace, co wnioskowanie ze zbioru NKR, ale byloby ono wolniejsze,

gdyz zbiér GN bylyby duzo liczniejszy niz zbiér NKR.

4.1.4. Przerywanie wyznaczania wsparcia

Wyznaczanie wsparcia grafu kandydujacego polega na wykonaniu testow na izomorfizm
z podgrafem kazdego grafu ze zbioru wspierajacego D rodzica grafu kandydujacego.
Znajomo$¢ dokladnej wartoSci wsparcia jest istotna tylko w przypadku graféw czestych.
W przypadku graféw nieczgstych wystarczy stwierdzié¢, ze wsparcie jest ponizej progu
minSup. W czasie wyznaczania wsparcia kandydata nalezy zlicza¢ liczbe graféw w D,
ktore nie maja podgraféw izomorficznych z grafem kandydujacym. Jesli ta liczba przekroczy
|D| — minSup, wtedy kandydat ma na pewno wsparcie mniejsze niz minSup, czyli nie jest

czesty.

Przyklad 4.2. Wyznaczane jest wsparcie kandydata C' w zbiorze D o licznosci 10. Prog
minimalnego wsparcia jest rowny minSup = 5. Wykonano juz testy na izomorfizm grafu C
z podgrafem siedmiu grafow zbioru D. Jeden test zakoriczyt sig pozytywnie, szes¢ negatywnie.

Liczba negatywnych testéw przekracza wartosé |D| — minSup = 5, zatem wyznaczanie
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wsparcia mozna zakoriczy¢ wnioskiem, ze C' nie jest grafem czestym. Nawet, gdyby pozostate
trzy testy zakoriczyty sie pozytywnie, wsparcie kandydata wynositoby 4, a wiec bytoby ponizej

progu minimalnego wsparcia.

Skuteczno$¢ tej metody zalezy w duzej mierze od kolejnosci w jakiej pobierane sa grafy
ze zbioru D. Teoretycznie najlepsze wyniki daje ustalenie takiego porzadku, aby w pierwszej
kolejnoSci wykonywane byly testy, ktére koficza si¢ wynikiem negatywnym oraz wykonuja
si¢ szybko. Pozadane cechy nie s3 znane z gory, dlatego w algorytmie UG M stosowane
sa heurystyczne oszacowania. Jedna z proponowanych heurystyk jest posortowanie zbioru
D wedlug stopnia skomplikowania grafu szacowanego na podstawie liczby wierzchotkéw
i krawedzi. Zaklada si¢ tu, ze im wigcej graf ma wierzchotkow i krawedzi tym dluzej
wykonywany bedzie test na izomorfizm z podgrafem. Inna proponowana heurystyka jest
posortowanie zbioru D wg liczby operacji podstawowych algorytmu badajacego izomorfizm

rodzica kandydata z podgrafem graféw ze zbioru D.

4.1.5. Generowanie kandydatéw

Algorytm generuje kandydatow przez rozszerzanie graféw czestych o kolejne krawedzie
z listy deskryptoréw krawedzi czestych. Na poczatku algorytmu jedynym znanym grafem
czgstym jest graf bez wierzchotkéw, jesli |D| > minSup. Lista deskryptoréw krawedzi
czestych jest uporzadkowana nierosnaco wedtug wsparcia. Kazdy graf czgsty jest rozszerzany
o kolejne krawgdzie pobierane od konca listy, co nie ma znaczenia dla poprawnoSci wyniku, ale
jak bedzie wyjasnione dalej, przyspiesza wykonanie algorytmu. Dodatkowo, jesli graf czgsty
zawiera krawedzZ o deskryptorze znajdujacym si¢ na k-tej pozycji we wspomnianej liscie, wtedy
nie jest rozszerzany o zadng krawedz o deskryptorze znajdujacym si¢ na pozycji mniejszej niz

k na tej liscie. Kandydaci sa generowani w glab.

Przyklad 4.3. Ponownie rozpatrzmy odkrywanie graféw czgstych wsréd zbioru graféow
przedstawionych na rysunku 4.1 przy zalozeniu progu minimalnego wsparcia minSup = 2.
W podanym zbiorze graféw istnieja trzy czeste krawedzie o deskryptorach a = ({1,1},5),
b= ({0,1},4), c = ({0,0},4). Wsparcia krawedzi a, b, c wynosza odpowiednio 3, 2, 2. Lista
deskryptor6w uprzadkowana nierosnaco wg wspracia ma zatem postac (a, b, ¢). Rysunek 4.2
przestawia drzewo przeszukiwania graféw czestych, przy zalozeniu, ze nie sa stosowane
zadne techniki optymalizacyjne. Kazdy wezet drzewa oznacza zbiér graféw kandydujacych

o danym wielozbiorze deskryptorow krawedzi. Kazda krawedZ drzewa oznacza proces
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grafy G:
ES(G)={b}

grafy G:
ES(G)={a}

Rysunek 4.2. Drzewo przeszukiwan algorytmu UGM bez uwzgledniania optymalizacji.

rozszerzania jednego grafu o jedna krawedZ o danym deskryptorze na wszystkie mozliwe
sposoby. Drzewo jest generowane w glab. Na szczycie drzewa znajduje si¢ graf bez
wierzchotkéw. Jest on w pierwszej kolejnosci rozszerzany o krawedz ¢, gdyz krawedzie sa
wybierane od konca listy. Utworzony graf jest rozszerzany na wszystkie mozliwe sposoby
(patrz rozdziat 4.1.6) o krawedZ c tworzac zbiér graféw, ktérych wielozbidr deskryptoréw
krawedzi jest rtéwny {cc}. Kazdy z graféw tego zbioru jest ponownie rozszerzany o krawedz
¢, tworzac zbiér graféw, ktérych wielozbidr deskryptoréw krawedzi jest réwny {ccc}. Grafy
beda rozszerzane o krawedZ ¢ dop6ty, dopdki beda powstawaty grafy czgste. Nastgpnie graf
bez wierzchotkéw, znajdujacy si¢ w korzeniu drzewa, zostanie rozszerzony o krawedZz b,
auzyskany graf bedzie rozszerzany rekurencyjnie najpierw o krawedz c (tworzac grafy, ktérych
wielozbidr deskryptéréw jest rowny kolejno {bc}, {bee} .. .) , a nastgpnie o krawgdz b. Mozna
zaobserwowac, ze w momencie, gdy graf zostanie rozszerzony o krawedz c, uzyskany zbior
graféw nie bedzie juz rozszerzany ani o krawedZ krawedz b, ani o krawedZ a. Podobnie,
jesli graf zostanie rozszerzony o krawedZ b, uzyskany zbidr graféw nie bedzie rozszerzany

o krawedz a.

Wybieranie krawedzi z konca listy nie jest obowiazkowe dla uzyskania poprawnego
wyniku, czyli wszystkich graféw czestych, ale ma t¢ zalete, ze zbi6r graféw nieczgstych bedzie
si¢ wypelnial grafami, ktére potencjalnie sa izomorficzne z podgrafami kandydatéw z pdzniej
rozpatrywanych galezi drzewa przeszukiwan. W przyktadzie powyzej najpierw generowane

sa grafy o krawedziach c,c,.... Podczas generowania kandydatéw o krawedziach b, ¢, c, . ..
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bedzie mozna pominaé kandydatéw, ktoérzy sa nadgrafami nieczestych graféw o krawedziach
C,Cy..

Operacja rozszerzania grafu czestego o krawedZ o deskryptorze ed (patrz rozdziat 4.1.6)
zwraca zbidr graféw kandydujacych, w ktérych nie ma duplikatow. Operacja ta nie gwarantuje
jednak, ze wygenerowane grafy nie byly wczes$niej rozpatrywane w innej galezi drzewa
przeszukiwan, co obrazuje podany wczesSniej rysunek 2.8. Dlatego tez wszystkie rozpatrzone
grafy sa zapamigtywane. W momencie powstania nowego kandydata sprawdzane jest, czy
zbiér rozpatrzonych dotychczas graféw o tym samym wielozbiorze deskryptorow zawiera

izomorficzny z nim graf. Jesli zawiera, rozpatrywanie kandydata jest pomijane.

4.1.6. Rozszerzanie grafu

Graf G jest reprezentowany jako zbidr par (CG;, ¢;), gdzie CG; jest i-ta sktadowa sp6jna
grafu G, ¢; jest liczba wystapien tej skladowej w grafie G, i = 1...n i V,x; CG, nie
jest izomorficzny z CG;. Graf G = {(CGy,¢1),(CGa,c2),...(CGy,c,)} moze zostad
rozszerzony o krawedz o deskryptorze ed = ({lvy, v, }, le) na trzy sposoby poprzez:

1. utworzenie nowej sktadowej spojne;,
2. rozszerzenie istniejacej sktadowej spdjne;,

3. potaczenie dwdch istniejacych sktadowych spdjnych.

Utworzenie nowej sktadowej spdjnej polega na utworzeniu sktadowej spojnej o dwoch
wierzchotkach o etykietach lvq,lv, oraz jednej krawedzi o etykiecie le, ktora laczy te
wierzchotki. W wyniku moze powsta¢ nowa para (CG,,11,1) w przypadku, gdy utworzona
sktadowa nie jest izomorficzna z zadna inng sktadowa sp6jna. W przeciwnym przypadku

zwigkszeniu ulegnie licznik ¢; w odpowiedniej parze (CGj, ¢;).

G ={(CG,2), (CG_1)} G°={(CG2), (CG/,2)}

oSl TINLA.

Rysunek 4.3. Rozszerzanie grafu G o krawedZ o deskryptorze (X, Y, a) poprzez utworzenie nowej

sktadowej spdjnej. Wynikiem rozszerzenia jest jeden graf G¢.
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Przyklad 4.4. Na rysunku 4.3 pokazane jest rozszerzanie grafu G o krawed? o deskryptorze
(X,Y,a) poprzez utworzenie nowej sktadowej spdjnej. W tym przypadku nie powstaje
nowa para (CG, 1), gdyz graf G zawiera sktadowq spdjnq sktadajacq sie 7 jednej krawedzi
o deskryptorze (X, Y, a). Zwigkszeniu ulega wigc licznik przy sktadowej spdjnej C'Gl.

Rozszerzanie istniejace] sktadowej spdjnej polega na dodaniu nowej krawedzi do istniejace]
sktadowej spojnej. Poniewaz jedna krawedZ mozna doda¢ na wiele sposobow, w wyniku
rozszerzania moze powsta¢ wiele nowych sktadowych spéjnych. Schemat procedury jest
nastepujacy. Dla kazdej pary (CGj, ¢;) wykonaj:

— Dodaj nowy wierzchotek o etykiecie lv; do grafu C'G; i polacz go kolejno krawedziami
o etykiecie le z kazdym wierzchotkiem grafu C'G;, ktére maja etykietg vy, tworzac za
kazdym razem nowa sktadowa. W efekcie moze powsta¢ wiele sktadowych spéjnych,
wsrdd ktérych moga znajdowac si¢ duplikaty.

— Jezeli lvy # lvq, dodaj nowy wierzchotek o etykiecie (v, do grafu C'G; i potacz go kolejno
krawedziami o etykiecie le z kazdym wierzchotkiem grafu C'G;, ktére maja etykiete [vy,
tworzac za kazdym razem nowa sktadowa. W efekcie moze powstaé wiele sktadowych
spojnych, wsrdéd ktérych moga znajdowac si¢ duplikaty.

— Kazda par¢ wierzchotkéw z grafu C'G; o etykietach [v; i vy polacz kolejno krawedzia
o etykiecie le, tworzac za kazdym razem nowa sktadowa spéjna. W efekcie moze powstac

wiele sktadowych spéjnych, wsréd ktérych moga znajdowac si¢ duplikaty.

{(CG,2), (CG, M)} G* ={(CG,,1), (CG"1), (CG, 1)} G ={(CG *3)}
i i i E: iCG ot ice ot iCG = i CG* cG*

G ={(CG,*1), (CG,*1), (CG,%1)}

i de, ¢

CG302 CG102 CGZCZ

Rysunek 4.4. Rozszerzanie grafu G o krawedZ o deskryptorze (X,Y,a) poprzez rozszerzanie

sktadowych spéjnych grafu G. Wynikiem rozszerzenia sa trzy nieizomorficzne grafy G', G2, G,
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Przyklad 4.5. Na rysunku 4.4 pokazane jest rozszerzanie grafu G o krawed? o deskryptorze
(X, Y, a) poprzez rozszerzanie sktadowych spdjnych grafu G. Do sktadowej C G mozna dodaé
krawed? (X, Y, a) na trzy sposoby (dodajac krawed? do kazdego z trzech wierzchotkéw), ale
powstang tylko dwa nieizomorficzne grafy CGS' i CG$E. Do sktadowej CGy mozna dodaé
krawed? (X, Y, a) na dwa sposoby, ale z obu powstang grafy izomorficzne z CGS®. W wyniku

rozszerzenia powstang wiec trzy nieizomorficzne grafy G, G2, G 3.

Potaczenie dwoéch istniejacych sktadowych spdjnych polega na dodaniu krawedzi

o etykiecie le pomigdzy wierzcholki o etykietach [v; i lvy z dwéch réznych sktadowych

spojnych. Moga wystapi¢ dwa przypadki:

— Potaczenie dwdch sktadowych w ramach jednej pary (C'G, ¢). W tym przypadku taczymy
ze soba dwa rézne wystapienia tej samej sktadowej C'G. Aby to bylo mozliwe musza
istnie¢ co najmniej dwa wystgpienia tej sktadowej, czyli ¢ > 2. Poniewaz polaczenie
mozna wykona¢ na wiele sposobéw, w wyniku moze powstaé wiele sktadowych spéjnych,
wsrdd ktérych moga znajdowac sig¢ duplikaty.

— Potaczenie dwoch sktadowych w ramach dwéch réznych par (CGy, ¢;) i (CGj,¢;)),i # j,
1,7 = 1...n. Poniewaz polaczenie mozna wykona¢ na wiele sposoboéw, w wyniku moze

powsta¢ wiele sktadowych spdjnych, wérdd ktérych moga znajdowac si¢ duplikaty.

G ={(CG,2), (CG,1)} G* ={(CG, 1), (CG, ", 1)} G ={(CG, 1), (CG,*,1)}
@ ®- i@ ro—: @D
a a a % a a a
CG, CG, CG, cG,! CcG CG*

CGZCZ

Rysunek 4.5. Rozszerzanie grafu G o krawedZ o deskryptorze (X,Y,a) poprzez utworzenie nowej

sktadowej sp6jnej. Wynikiem rozszerzenia jest jeden graf G°.

Przyklad 4.6. Na rysunku 4.5 pokazane jest rozszerzanie grafu G o krawed? o deskryptorze
(X, Y, a) poprzez potaczenie dwdch sktadowych spdjnych grafu G. Dwie sktadowe spdjne C G4

mozna ze sobq potaczy¢ na dwa sposoby, prowadzace do powstania sktadowych spéjnych CG$*
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oraz CGS2. Sktadowe CG1 i CGo mozna ze sobq potqczyé na kilka sposobow, ale we wszystkich
przypadkach powstang grafy izomorficzne z CGS®. W wyniku rozszerzania powstang wigc trzy

nieizomorficzne grafy G, G?, G,

W utworzonym za pomoca tej procedury zbiorze nowych graféw wykonuje si¢ nastgpnie

usuwanie graféw izomorficznych.

4.1.7. Struktury danych

Algorytm UGNM utrzymuje cztery istotne zbiory: zbiér maksymalnych czgstych
wielozbioréw deskryptoréw krawedzi, zbidr rozpatrzonych nieizomorficznych graféw, zbior
grafow nieczgstych, zbidr nieczgstych konstruktorow rozszerzen.  Zbiory te powinny
by¢ umieszczone w strukturach wspomagajacych szybkie wykonywanie operacji czgsto
wykonywanych w algorytmie. Ponizej podane sa oczekiwane wtasnoSci kazdej ze struktur

oraz sposob implementacji w algorytmie UG M.

Maksymalne czeste wielozbiory deskryptoréw krawedzi

Struktura przechowujaca maksymalne czgste wielozbiory deskryptoréw krawedzi powinna
umozliwiaé¢ szybkie odpowiadanie na pytanie: Czy dany zbiér ES(G) jest podzbiorem
dowolnego ze zbioréw znajdujacych si¢ w tej strukturze?  Przeglad mechanizméw
indeksowania zbioréw, ktdre wspieraja zapytania o podzbiory znajduje si¢ w pracy [58].

Algorytm UG M wykorzystuje implementacj¢ oparta na drzewach przedrostkowych.

Zbior rozpatrzonych nieizomorficznych graféw

Struktura przechowujaca rozpatrzone nieizomorficzne grafy powinna umozliwiaé szybkie
odpowiadanie na pytanie: Czy dany graf G jest izomorficzny z dowolnym z graféw
znajdujacych si¢ w tej strukturze? W algorytmie UG M, aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
wykonuje si¢ testy na izomorfizm grafu G z takimi grafami G; € D, ze ES(G) = ES(G;).
Struktura przechowujaca zbiér rozpatrzonych graféw jest tablica asocjacyjna oparta na tablicy

mieszajacej, ktora przyporzadkowuje kluczowi es zbidr takich graféw G, ze es = ES(G;).

Zbior graféw nieczestych

Struktura przechowujaca grafy nieczgste powinna umozliwia¢ szybkie odpowiadanie na
pytanie: Czy dany graf GG posiada podgraf izomorficzny z dowolnym z graféw znajdujacych

si¢ w tej strukturze? W algorytmie UG M struktura ta zostata zaimplementowana jako zestaw
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tablic asocjacyjnych. Kazda tablica przechowuje grafy nieczgste o innej liczbie krawedzi.
W tablicy asocjacyjnej kluczem jest zbior deskryptoréw, a wartoScia zbi6r graféw nieczgstych
o danym wielozbiorze deskryptoréw krawedzi. Szukanie grafu izomorficznego z podgrafem
danego grafu G polega na przeszukiwaniu kolejnych tablic asocjacyjnych, zaczynajac od
tablicy zawierajacej grafy o najmniejszej liczbie krawedzi. Przeszukiwanie korczy sig
w momencie znalezienia grafu izomorficznego z podgrafem grafu G lub przeszukaniu
wszystkich tablic zawierajacych grafy o liczbie krawedzi nie wigkszej niz liczba krawedzi
grafu GG. Przeszukiwanie tablicy asocjacyjnej polega na znalezieniu wszystkich kluczy, ktére sa
podzbiorami zbioru £S(G), a nastgpnie wykonaniu testéw na izomorfizm graféw ze zbioréw

wskazywanych przez te klucze z podgrafem grafu G.

Zbior nieczestych konstruktoréw rozszerzen

Struktura przechowujaca nieczgste konstruktory rozszerzen powinna umozliwia¢ szybkie
odpowiadanie na pytanie: Czy dla danej pary (graf G, deskryptor krawegdzi ed) istnieje
w strukturze taki konstruktor k = (G, ed), ze graf GGy jest izomorficzny z podgrafem grafu G.
Struktura jest zaimplementowana analogicznie do struktury przechowujacej grafy nieczeste,
przy czym z kazdym grafem znajdujacym si¢ w tej strukturze jest zwigzany dodatkowy

wielozbidér deskryptoréw krawedzi.

Eksperymenty pokazuja, ze obstuga i przeszukiwanie zaimplementowanych w powyzszy
sposob struktur zajmuje niewielka czg¢$¢ czasu dzialania algorytmu UGM. Jedynie obstuga

zbioru graféw nieczgstych staje si¢ znaczaco istotna w przypadku niskich wartosci wsparcia.

4.1.8. Algorytm UGM

W opisie algorytmu bedzie uzywana nastgpujaca notacja:

maxrES zbiér maksymalnych czgstych wielozbioréw deskryptoréw krawedzi
GN zbiér graféw nieczestych
NKR zbidr nieczestych konstruktorow rozszerzen

allGraphs  zbidr rozpatrzonych nieizomorficznych graféw

Algorytm UGM (algorytm 4.14) rozpoczyna si¢ od wyznaczenia wielozbiorow

deskrytptoréw krawedzi E'S(G) dla kazdego grafu z wejsciowej bazy danych . Nastepnie
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w kolekcji tych wielozbiorow szuka si¢ maksymalnych wielozbioréw czegstych przy progu
minimalnego wsparcia réwnym minSup. Uzyskane maksymalne wielozbiory czgste sa
przechowywane w zmiennej maxzFES. Deskryptory czgstych krawedzi sa umieszczane
na liScie frequentFEdges, ktéra jest nastgpnie sortowana nierosnaco wedlug wsparcia.
Kryterium sortowania nie ma wplywu na uzyskany wynik algorytmu, a jedynie na
szybkos$C jego dzialania. Z wszystkich graféw zbioru D usuwane sa krawedzie, ktérych
deskryptory nie znajduja si¢ na liscie frequentEdges.  Nastgpnie inicjalizowane sa
struktury stuzace przechowywaniu wszystkich rozpatrywanych nieizomorficznych graféw
allGraphs, zbioru graféw nieczestych GN oraz zbioru nieczestych konstruktoréw rozszserzen
NKR. Nastgpnie kolejno pobierane sa deskryptory krawedzi z listy frequentEdges
zaczynajac od korca i dla kazdego takiego deskryptora, powiedzmy new Edge, wywolywana
jest procedura UgmD fsSearch(graf bez wierzchotkéw, newEdge, D), ktéra rozpoczyna
rekurencyjne poszukiwanie graféw czestych zaczynajac od rozszerzenia grafu bez
wierzchotkow o krawedz o deskryptorze new Edge. Wynikiem algorytmu UG M sa wszystkie
grafy czeste znajdujace si¢ w strukturze allGraphs.

Procedura UgmD fsSearch(G,newEdge, D) rozpoczyna si¢ od sprawdzenia, czy zbidr
nieczgstych konstruktorow rozszerzen zawiera taki konstruktor & = (G, newFEdge), ze
GGy jest grafem izomorficznym z podgrafem grafu G. Jesli zawiera taki konstruktor,
procedura si¢ konczy, gdyz zagwarantowane jest, ze wszystkie rozszerzenie grafu
G o krawedZ o deskryptorze newEdge sa nieczgste. W przeciwnym przypadku
generowane sa wszystkie rozszerzenia grafu G o krawedZ newFdge za pomoca funkcji
UGM generateCandidates(G,newFEdge) tworzac zbiér kandydatéw C oraz funkcja
UGM generateChildren(C, newEdge, G), ktéra zwraca zbior takich par (G, newFEdge’), ze
G’ jest grafem czestym ze zbioru C, a newEdge’ jest deskryptorem krawedzi, o ktéra bedzie
rozszerzany graf G’ w nastgpnej kolejnosci. Dla kazdej pary (G', newFEdge’) otrzymanej za
pomoca funkcji UG M generateChildren(C, newEdge, G) wywotywana jest rekurencyjnie
procedura UgmD fsSearch(G', newEdge’, G’ .supporitngSet).

Celem procedury UgmGenerateCandidates(G,newEdge) jest utworzenie wszystkich
rozszerzen grafu G o krawgdZ o deskryptorze newEdge. Kazde rozszerzenie bgdzie miato
wielozbiér deskryptoréw réwny ES(G) U {newEdge}, wigc na poczatku sprawdzane jest,
czy ten wielozbiér deskryptoréw jest podzbiorem dowolnego ze zbioréw znajdujacych sig

w maxES. Jesli nie jest, procedura si¢ konczy, gdyz zagwarantowane jest, ze wszystkie
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Algorytm 4.14 UGM(D, minSup)

ESlist + (); /* lista wielozbioréw deskryptoréw krawedzi */
edges <+ (); /« lista deskryptor6w krawedzi wraz z ich wsparciami */
for all graf G € D do
dodaj ES(G) do listy ESlist;
for all unikalny deskryptor krawedzi ed € ES(G) do
if ed € edges then
ed.sup < ed.sup + 1;
else
dotacz ed do listy edges;
ed.sup < 1;
end if
end for
end for
znajdZ maksymalne czeste wielozbiory w liScie £/Slist o wsparciu rOwnym co najmniej
minSup i zapisz wynik w max ES
frequentEdges < {ed € edges| ed.sup > minSup};
posortuj nierosnaco frequent Edges wedtug wsparcia;
forall G € Ddo
usun nieczeste krawedzie z G,
end for
allGraphs < 0; /* zbiér wszystkich rozpatrzonych graféw x/
GN « 0;
NKR < {);
for i = | frequent Edges| DOWNTO 1 do
newFEdge < frequent Edges]il;
UgmD fsSearch(graf bez wierzchotkéw, new Edge, D);
end for
return czgste grafy ze zbioru allGraphs;

Algorytm 4.15 UgmDfsSearch(G, new Edge, D)

if unsuccess ful Extensions zawiera parg (G, newEdge) taka, ze G jest izomorficzny
z podgrafem grafu GG then
return
end if
C <+ UGMgenerateCandidates(G, newEdge);
for all (G', newEdge’) € generateChildren(C, newEdge, G) do
UgmD fsSearch(G',newFEdge', G'.supportingSet);
end for
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rozszerzenia nie sg czeste. W przeciwnym przypadku nastgpuje generowanie rozszerzen grafu
G reprezentowanego jako zbidr sktadowych spdjnych {(CGy,c;), (CGa,ca),...(CGp,cy)}.

Generowanie rozszerzen odbywa si¢ w czterech etapach.

Algorytm 4.16 UgmGenerateCandidates(G, new Edge)
/* assert: G jest reprezentowany w postaci zbioru sktadowych spdjnych wraz z ich liczba
wystapiefi w grafie: G = {(CG1,¢1), (CGa,ca), ... (CGpycn)} %/
if £S(G) U {newEdge} nie jest podzbiorem zadnego ze zbioréw z max E S then

return ();
end if

R+ 0;
fori <~ 1tondo
if ¢; > 1 then
R < R U grafy powstale z G w wyniku polaczenia dwoch sktadowych CG;
krawedzia new FEdge;
end if
end for
fori< 1ton—1do
forj < i+ 1tondo
R < R U grafy powstate z G'w wyniku potaczenia dwdéch sktadowych C'G; 1 CG|
krawedzia new FEdge;
end for
end for
fori <~ 1tondo
R < R U grafy powstale z G w wyniku rozszerzenia sktadowej C'G; o krawedz
newFdge;
end for
R < R U G rozszerzony o nowa sktadowa spojna, ktora jest grafem o jednej krawedzi
newFEdge;
usun duplikaty z R; /+* mozna pominaé, jesli operacja R < R U {G} nie dodaje grafu G do
zbioru R, gdy R zawiera graf izomorficzny z G */
return R;

Na poczatku tworzone sa rozszerzenia, ktére powstaja przez potaczenie dwoch sktadowych
spojnych w ramach jednej pary (CG;,¢;). Dla kazdego i = 1...n jesli ¢; > 1, dwie
sktadowe spojne C'GG; taczone sa ze soba na wszystkie mozliwe sposoby za pomoca krawedzi
o deskryptorze new Edge. Wszystkie utworzone grafy sa dodawane do zbioru wynikowego R.

Na drugim etapie tworzone sa rozszerzenia, ktdre powstaja przez polaczenie dwoch
sktadowych spéjnych w ramach réznych par (CGj, ¢;). Dla kazdej wartosci ¢ oraz j takich,

ze 1l < i < j < n, sktadowe spéjne CG; i CG, sa faczone ze soba na wszystkie mozliwe
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sposoby za pomoca krawedzi o deskryptorze new Edge. Utworzone grafy sa dodawane do
zbioru wynikowego R.

Na kolejnym etapie generowane sa rozszerzenia, ktére powstaja przez rozszerzenie jednej
sktadowej spéjnej (C'Gy, ¢;) o krawedz o deskryptorze new Edge. Rozszerzanie odbywa sig
dla kazdej sktadowej spdjnej C'G;, 1 < @ < n, i polega na dodaniu na wszystkie mozliwe
sposoby krawedzi o deskryptorze newEdge do sktadowej C'G; przez dodanie krawedzi
pomigdzy istniejace wierzchotki lub dodanie nowego wierzchotka i potaczeniu go krawedzia
do istniejacego wierzchotka. Utworzone grafy sa dodawane do zbioru wynikowego R.

Na ostatnim etapie tworzone jest jedno rozszerzenie, ktére powstaje przez dodanie do grafu
G nowej sktadowej spdjnej, ktora jest grafem o jednej krawedzi o deskryptorze new Edge. To
rozszerzenie rowniez jest dodawane do zbioru wynikowego R.

W wyniku powyzszych krokéw zbiér R moze zawieraC duplikaty. Przed zwrdéceniem
zbioru R 1 wyjSciem z procedury nalezy wigc usunac z niego wszystkie duplikaty. Ten ostatni
krok mozna pominaé, jesli zapewni sig¢, ze operacja dodawania grafu GG do zbioru R bedzie
sprawdzatla, czy R zawiera graf izomorficzny z G i jesli zawiera, graf GG nie zostanie dodany
do zbioru R.

Procedura UgmGenerateChildren(C,last Edge, parent) znajduje  grafy czgste
znajdujace si¢ w zbiorze graféw kandydujacych C, ktére to powstaly przez rozszerzenie
grafu parent o krawedz o deskryptorze last Edge. Procedura zwraca liste par (G, new Edge),
gdzie G € C jest grafem czestym, a newFdge jest deskryptorem krawedzi o jaka
nalezy rozszerzyé (G w nastgpnej kolejnosci, czyli deskryptorem znajdujacym si¢ na
liscie deskryptoréw nie wczesniej niz desktyptor lastFdge. Procedura zaczyna si¢ od
przypisania wartosci fatszu do zmiennej any F'requentCandidates, ktéra na koficu procedury
bedzie informowata o tym, czy w zbiorze C znajdowaly si¢ grafy czgste. Nastgpnie ze
zbioru C usuwane sa grafy, ktére sa izomorficzne z grafami znajdujacych si¢ w zbiorze
allGraphs, czyli zbiorze juz rozpatrzonych graféw. Jednocze$nie w przypadku, gdy ze
zbioru C usuwany jest graf czesty, do zmiennej anyFrequentCandidates przypisywana
jest warto$¢ prawdy. W dalszej kolejnosci dla kazdego grafu G ze zbioru C wywotywana
jest procedura UgmlsFrequent(G,parent.supportingSet), ktéra okre§la czy graf G
jest czesty w zbiorze wspierajacym rodzica grafu G. Je§li G okaze si¢ czgsty, do
zmiennej anyFrequentCandidates przypisywana jest warto§¢ prawdy i tworzone sa

wszystkie takie pary (G,newFEdge), ze newFEdge pochodzi ze zbioru frequentEdges
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i newFdge > lastEdge. Utworzone pary sa dodawane do zbioru R, ktdry jest zbiorem
wynikowym procedury. W przypadku, gdy G nie jest czesty, jest on umieszczany w zbiorze
graféw nieczestych GN. Niezaleznie od tego, czy graf GG jest czgsty czy nie, jest on dodawany
do zbioru rozpatrzonych graféw allGraphs. Po rozpatrzeniu wszystkich kandydatéw ze zbioru
C sprawdzana jest warto$¢ zmiennej any FrequentCandidates. Jesli jest ona falszem, wtedy
para (parent,lastEdge) dodawana jest do zbioru NKR. Oznacza to, ze zadne rozszerzenie

grafu parent o krawedz last Edge nie jest grafem czgstym.

Algorytm 4.17 UgmGenerateChildren(C, last Edge, parent)
anyFrequentCandidates < false;
for all G € Cdo
if zbiér allGraphs zawiera graf izomorficzny z G then
usuil G z C; /* nie rozpatruj graféw, ktére sa izomorficzne z grafami juz
rozpatrzonymi */
if G jest czgsty then
anyFrequentCandidates < true;
end if
end if
end for
for all G € C do
if UgmlIsFrequent(G, minSup, parent.supportingSet) then
noFrequentCandidates < false;
for i = | fregentEdges| DOWNTO 1 do /* pos(ed) jest pozycja desktyptora
krawedzi ed na liscie frequentEdges */
if pos(newFEdge) < pos(lastEdge) then
break;
end if
R+ RU (G, newkEdge);
end for
else
GN «+ GNU{G};
end if
allGraphs < allGraphs U {G};
end for
if anyFrequentCandidates = false then
NKR <+ NKR U {k = (parent,lastEdge)};
end if
return R;

Procedura UgmlsFrequent(G, minSup, D) sprawdza, czy graf G jest czgsty w zbiorze
graféw D. Na poczatku wykonywany jest test licznosci zbioru D i jezeli |D| < minSup, wtedy
zwracany jest wynik negatywny. Wynik negatywny zwracany jest tez w przypadku, gdy zbidr

graféw nieczgstych GN zawiera dowolny graf, ktory jest izomorficzny z podgrafem G. Jesli
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procedura nie skoniczyta si¢ wynikiem negatywnym, wykonywane sg testy na izomorfizm grafu
G z podgrafem kazdego grafu ze zbioru D. Jesli wynik testu jest pozytywny, to zwigkszane jest
wsparcie grafu G oraz dodawany jest odpowiedni graf ze zbioru ID do zbioru wspierajacego graf
(. Liczba testow, ktére skonczyly si¢ wynikiem negatywnym, przechowywana jest w zmienne;j
falseResults. W przypadku, gdy wartos¢ false Results przekroczy warto$é |D| — minSup
wykonywanie testow na izomorfizm jest przerywane i procedura zwraca wynik negatywny.
Po wykonaniu wszystkich testow, warto$¢ wsparcia grafu sup jest konfrontowana z wartoscia
progu minimalnego wsparcia minSup i jesli sup > minSup zwracany jest wynik pozytywny,

a w przeciwnym przypadku G jest dodawany do zbioru GN i zwracany jest wynik negatywny.

Algorytm 4.18 UgmlsFrequent(G, minSup, D)
if |D| < minSup then
return false;
end if
if negative Border zawiera jakikolwiek graf izomorficzny z podgrafem GG then
return false;
end if
sup < 0; falseResults < 0;
forall G; € D do
if graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu G; then
sup <— sup + 1;
G.supportingSet < G.supportingSet U Gj;
else
falseResults < falseResults + 1;
if falseResults > |D| — minSup then
return false;
end if
end if
end for
if sup < minSup then
negative Border < negative Border U {G};
return false;
else
return true;
end if

4.2. Algorytmy bazujace na wstepnym odkrywaniu grafow spéjnych

W dziedzinie odkrywania spdjnych graféw czgstych zaproponowano wiele dobrych

rozwigzan. Naturalne jest wigc sprobowanie wykorzystania czgstych graféw spojnych jako
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punktu wyjscia do odkrywania graféw niespojnych. W tego typu podej$ciu wyznaczanie
czestych graféw spojnych jest pierwszym etapem odkrywania graféw czestych. W niniejsze;j
rozprawie sa przedstawione dwie metody tego typu. Pierwsza, polegajaca na wstgpnym
uzupehieniu graféw z bazy wejSciowej o sztuczne krawedzie, zostala zaczerpnigta z pracy
[41]. Druga, bazujaca na generowaniu niespdjnych kandydatow na podstawie czestych graféw
spOjnych, jest propozycja autora niniejszej rozprawy. Eksperymenty pokazuja, ze pierwsza
metoda jest praktycznie bezuzyteczna, gdyz korniczy si¢ w sensownym czasie jedynie dla bardzo
wysokich progéw wparcia. Natomiast druga metoda, nazywana U F'C', cho¢ zdecydowanie
szybsza, jest o rzad wielkoSci wolniejsza od algorytmu UGM. Okazuje si¢ jednak, ze
zastosowanie w drugiej metodzie, optymalizacji przygotowanych dla algorytmu UGM (w
szczegblnosci zbioru graféw czestych) sprawia, ze staje si¢ ona konkurencyjna. Do odkrywania
czestych graféw spéjnych zostal wykorzystany algorytm Gaston, gdyz wedlug pracy [74]
jest on najwydajniejszy sposréd algorytméw platformy ParMol, co potwierdzaja réwniez

eksperymenty prowadzone na potrzeby tej rozprawy.

4.2.1. Odkrywanie graféow niespojnych przez uzupelnienie graféw zbioru wejsciowego

o brakujace krawedzie

W tej metodzie nalezy doda¢ do graféw ze zbioru wejSciowego krawedzie o specjalnej
etykiecie VIRTUAL pomigdzy wierzchotkami, migdzy ktérymi nie ma krawedzi. W ten
sposéb grafy staja si¢ petne. W tym zbiorze nalezy znaleZé wszystkie spdjne podgrafy czgste,
a nastgpnie usunaé w nich krawedzie o etykiecie VIRTUAL. W ten sposéb otrzymamy zbidr
wszystkich czestych graféw spdjnych i niespdjnych, w ktérym jednak moga wystepowac
duplikaty, wigc konieczne jest ich usunigcie. Dziatanie tej metody obrazuje rysunek 4.6.
Szukamy graféw czgstych w zbiorze D o wsparciu nie mniejszym niz 2. W tym celu
dodajemy brakujace krawedzie do wszystkich graféw zbioru D tworzac w ten sposéb zbidr
D’. Dodane krawedzie o etykiecie VIRTUAL sa zaznaczone przerywana linia. Spdjne grafy
czeste ze zbioru ' znajduja si¢ w zbiorze F’. Po usunigciu krawedzi VIRTUAL ze zbioru
F’ uzyskujemy zbiér F” zawierajacy wszystkie spdjne i niespdjne grafy czgste w zbiorze
D tacznie z duplikatami. Po usunigciu duplikatéw uzyskujemy ostateczny zbiér czgstych
graféw F'. Aby uzyskac zgodno$¢ wynikéw z algorytmem UG M nalezatoby jeszcze usunaé

ze zbioru F' grafy, ktére zawieraja izolowane wierzchotki. Omoéwiona procedurg $cislej
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Rysunek 4.6. Odkrywanie czgstych graféw spdjnych i niespdjnych przy minSup = 2 przez

uzupelnienie graféw zbioru wejsciowego o brakujace krawedzie. F’ jest zbiorem czestych graféw

spéjnych w zbiorze ID'. F jest zbiorem czgstych graféw spGjnych i niespéjnych w zbiorze D.

przedstawia algorytm 4.19. Eksperymenty pokazuja, ze najbardziej czasochtonna jest pierwsza

faza algorytmu, czyli wykrywanie graféw spdjnych.

4.2.2. Odkrywanie czestych graféw niespojnych na podstawie czestych skladowych
spojnych

Zaproponowana metoda opiera si¢ na nastgpujacej wlasnosci:

Wiasnos¢ 4.3. Jesli graf G sktadajqcy sie z k (niekoniecznie nieizomorficznych) sktadowych
spojnych Cy, Cs, ... Cy jest czesty, to kazda z jego sktadowych spajnych tez jest grafem czestym.

Wiasno$¢ ta wynika bezposrednio z faktu, ze kazdy podgraf grafu czestego jest takze
czesty. Zatem jesli najpierw odkryjemy wszystkie czgste grafy spdjne, to na ich podstawie
mozna zbudowac wszystkie czgste grafy niespdjne. W tej pracy proponuj¢ metode bazujaca na
algorytmie Apriori [1], czyli tworzenie kandydatéw o dwoch sktadowych spéjnych z czestych

graféw o jednej sktadowej spojnej, kandydatow o trzech sktadowych spdjnych z czgstych
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Algorytm 4.19 UgmOn Virtual(D, minSup)
forall G € Ddo
for all {v; € G.V,v; € G.V} do
if graf G nie zawiera krawedzi pomigdzy wierzchotkami v; i v; then
dodaj krawedz o etykiecie VIRTUAL pomiedzy wierzcholki v;, v;;
end if
end for
end for
F < ConnectedGraphMiner (D, minSup); /* ConnectedGraphMiner jest dowolnym
algorytmem odkrywajacym spéjne grafy czeste */
forall G € F' do
w grafie G usuni wszystkie krawedzie o etykiecie VIRTUAL,;
end for
usun wszystkie duplikaty ze zbioru F’;
return F’;

graféw o dwoch sktadowych spéjnych itd. Stosuje nastepujaca notacje:

Fy lista graféw czestych o £ spdjnych sktadowych,
K lista kandydatéw na grafy czgste o k£ spdjnych sktadowych,

G = (C1,Cy,...Cy) graf o k sktadowych spéjnych,

Kolejne sktadowe spéjne grafu GG beda tez oznaczane jako mate litery alfabetu a, b, c, . . .,
a grafy sktadajace si¢ kilku sktadowych - jako ciagi matych liter alfabetu. Np.: aabd
jest grafem o czterech sktadowych spdjnych, w ktérym skladowa a wystepuje dwukrotnie.
Ciag sktadowych musi by¢ arbitralnie uporzadkowany, gdyz ustalony poczatek bedzie potem
uzywany.

Do listy Fy nalezy graf bez wierzchotkéw, gdy |D| > minSup. Lista Fy sktada sig
ze wszystkich graféw czgstych o jednej sktadowej spdjnej, czyli graféw zwréconych przez
algorytm odkrywania czestych graféw spdjnych z pominigciem grafu bez wierzchotkow.
Np.: F1 = {a,b,c,d,e}. Lista kandydatéw o dwéch sktadowych powstaje przez laczenie
sktadowych spdjnych ze zbioru Fj;. Zbiér kandydatéw bedzie mial postaé: K, =
(aa,ab, ac, ad, ae, bb, be, bd, be, cc, cd, ce, dd, de, ee). Dla kazdego grafu kandydujacego nalezy
wyznaczy¢ jego wsparcie. Mozna to zrobié poprzez wykonanie testow na izomorfizm grafu
kandydujacego z podgrafem kazdego grafu wejSciowego nalezacego do przecigcia zbioréw
wspierajacych grafy, z ktérych powstat graf kandydujacy. Na przyklad, wsparcie grafu

ab liczymy w zbiorze a.supportingSet N b.supportingSet. Wyznaczanie wsparcia grafu
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Rysunek 4.7. Graf G wspiera grafy (posiada podraf izomorficzny z grafami) a oraz b, ale nie wspiera

grafu ab. Zanurzenia graféw a i b w grafie GG nie sa roztaczne.

kandydujacego jest konieczne, gdyz w odrdznieniu od czgstych zbioréw, nie jest prawdziwa
zasada, ze jeSli zbiér z bazy danych wspiera a i jednoczeSnie wspiera b, to wspiera takze
ab. W przypadku graféw istnieje mozliwos¢, ze graf posiada podgraf izomorficzny z a oraz
podgraf izomorficzny z b, lecz nie posiada podgrafu izomorficznego z ab, co obrazuje rys. 4.7.
Zalézmy, ze po wyznaczeniu wsparcia, lista czgstych graféw o dwéch sktadowych ma postaé
Fy, = (aa,ab,ae,bb,bd, cd, ce,de). Lista kandydatéw o trzech sktadowych powstaje przez
taczenie ze soba par graféw o dwoch sktadowych, ktére maja identyczne dwie pierwsze

sktadowe. Zatem K3 = (aaa, aab, aae, abb, abe, bbb, bbd, bdd, cdd, cde, cee, dee).

Tworzenie kandydatow o £ sktadowych

Ogdblng zasadg tworzenia kandydatéw o k sktadowych z graféw czestych o & — 1
sktadowych mozna sformutowac nastepujaco:
Do listy K naleza grafy powstale z potaczenia par takich graféw G;, G, z listy
Fyy (przy czym ¢ < j, ¢ oraz j oznaczaja pozycj¢ wystgpowania graféw na
liscie Fj_1), ktére sa identyczne bez uwzgledniania ostatniej sktadowej. Potaczeniem
grafow G; = (C1,0y,...Cy_2,Cx1) 1 G; = (C1,Cy,...Cha,C}_;) jest graf G =
(Cy,Cy,...Cx_9,Ck_1,C}_;). Na przyktad, potaczeniem graféw abbcd i abbcf jest graf
abbcdf .

Relacje w zbiorze czestych graféw spojnych

Czeste grafy spojne tworza kratg oparta na relacji izomorfizmu podgrafu. Relacje t¢ mozna

wykorzysta¢ do filtrowania zbioru kandydatow opierajac si¢ na nastgpujacej wlasnosci:
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Wiasnosé 4.4. Jesli rozszerzenie grafu G = (C, ... C,,) o sktadowa C,, 1 poprzez potaczenie
grafu (C4,...C,) z grafem (C4,...C,_1,C,11) nie jest grafem czestym, wtedy kazde
rozszerzenie grafu G o sktadowa C' bedaca nadgrafem grafu C),,; poprzez potaczenie grafu

(Cy,...C,) z grafem (C4, ... C,_1,C) réwniez nie jest grafem czestym.

Przyklad 4.7. Zat6zmy, ze w podanej powyzej wlasnosci graf GG ma postaé abc. Dla takiego
grafu wlasnos¢ ta przyjmuje wtedy nastgpujaca postaC. Jesli rozszerzenie grafu abe o sktadowa
d (poprzez polaczenie abc z abd) nie jest grafem czestym, wtedy kazde rozszerzenie grafu abc
o sktadowa = bgdaca nadgrafem d (poprzez polaczenie abc z abx) rowniez nie jest grafem
czestym. Operacje taczenie graféw abc z abr mozna zatem pominaé, gdyz zagwarantowane

jest, ze wynik ziaczenia nie bedzie czgsty.

Te wlasno$¢ mozna wykorzyta¢ do przerywania operacji taczenia graféw, dzigki czemu
powstanie mniej graféw kandydujacych, co prowadzi do przyspieszenia algorytmu. Zatézmy,
ze dany graf G; ma by¢ taczony kolejno z grafami G, ..., G, czyli te wszystkie grafy
réznig si¢ co najwyzej na ostatniej sktadowej spojnej. Dla takiej serii operacji taczenia nalezy
przygotowal zbiér neg, w ktérym beda sukcesywnie umieszczane ostatnie sktadowe graféw
Gy, ...,G,, ktérych dodanie do grafu GG, skutkuje uzyskaniem nieczestego grafu. Przed
kazdym potaczeniem grafu G; z grafami G;,7 = 2. .. n, sprawdzane jest, czy zbiér neg zawiera
graf izomorficzny z podgrafem ostatniej sktadowej grafu G;. Jesli zawiera, operacjg¢ potaczenia
mozna przerwaé, gdyz uzyskany graf bedzie nieczesty. Jesli nie zawiera, wtedy tworzone jest
potaczenie graféw (i1 1 G;, wyznaczane jest jego wsparcie i jesli polaczenie nie bedzie czgste,
wtedy ostatnia sktadowa grafu GG; jest dodawana do zbioru neg.

Mozna zauwazy¢, ze skutecznos¢ tej metody zalezy od kolejnosci w jakiej taczone sa grafy.
Do danego grafu powinny by¢é w pierszej kolejnoSci dodawane sktadowe spdjne, ktére sa
izomorficzne z podgrafami sktadowych spéjnych dodawanych p6zniej, gdyz w przeciwnym
razie zbior neg nie bedzie wykorzystywany. Z tego wzgledu proponujg¢, aby liste sktadowych
spéjnych F; uporzadkowaé nierosnaco wedtug klucza f(C'), gdzie f(C') jest liczba graféw
z listy Fj, ktére posiadaja podgraf izomorficzny z grafem C. W posortowanej liscie
F) sktadowa a powinna by¢ zatem izomorficzna z podgrafami najwigkszej liczby graféw

w poréwnaniu z kolejnymi sktadowymi b, ¢, d, . . ..
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Algorytm UFC

Zaproponowane idee opisuje algorytm 4.2.2 (UF'C - Unconnected From Connected).
Wykonanie algorytmu U F'C' rozpoczyna si¢ od odkrycia wszystkich czestych graféw spdjnych
za pomocg dowolnego algorytmu przeznaczonego do tego celu i posortowania ich w kolejnosci
wynikajacej z liczby nadgraféw w tym zbiorze (na poczatku te z najwigksza liczba nadgrafow).
W ten sposéb powstaje lista F; (graféw czestych o jednej sktadowej). Graf bez wierzchotkow
nalezy za$ do listy Fp, jesli |D| > minSup. Grafy z Fy i F; wchodza automatycznie
do wynikowego zbioru R. Nastgpnie, na podstawie listy F; tworzona jest lista F5 za
pomoca funkcji Generate K ComponentsFrequentGraphs i kolejno - dopéki uzyskane listy
kandydujacych graféw nie sa puste - F3 na podstawie F3, F, na podstawie F3, Fj.q na

podstawie I'y,. Grafy z kolejno uzyskiwanych listy /; wchodza do zbioru wynikowego R.

Algorytm 4.20 UFC(D, minSup)
if |D| > minSup then
Fy < {graf bez wierzchotkéw};
end if
Fy < ConnectedGraphMiner(D, minSup) — {graf bez wierzchotkéw}; /x
ConnectedGraphMiner jest dowolnym algorytmem odkrywajacym spdjne grafy czeste */
posortuj nierosnaco £ wedtug liczby graféw ze zbioru z F7i, ktére posiadaja podgraf
izomorficzny z danym grafem;
R+ FyU Fy;
7+ 1;
while F; # () do
141+ 1;
F; « Generate KComponentsFrequentGraphs(F;_1,1);
R+ RUF};
end while
return R;

Funkcja Generate K ComponentsFrequentGraphs(Fy_1,k) generuje czgste grafy o k
sktadowych na podstawie listy Fj_; (czgstych graféow o & — 1 sktadowych). Funkcja
posiada dwie petle - zewnetrzna, iterujaca po wszystkich grafach GGy ze zbioru Fj_; oraz
wewngtrzng, iterujaca po wszystkich grafach G, ze zbioru Fj_; rozpoczynajac od grafu G,
a konczac na ostatnim grafie, ktory da si¢ potaczy¢ z G,. Grafy, ktére mozna kolejno
taczy¢ z G; w celu wytworzenia nowych kandydujacych graféw, wystepuja na liscie Fj,_4
obok siebie bezposrednio po ;. Dla kazdego grafu Gy, przed rozpoczgciem wewnetrznej
petli, inicjalizowany jest zbiér neg, ktéry bedzie przechowywat sktadowe spéjne grafow Go,

ktérych dodanie do grafu GGy skutkuje uzyskaniem grafu nieczgstego o k sktadowych spéjnych.
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Algorytm 4.21 GenerateKComponentsFrequentGraphs(F), k)

fori < 1to |F|do
neg < 0;
for j < ito IFl do
G1 — F[’L], G2 — F[j],
{ G jest grafem reprezentowanym jako ciag sktadowych spéjnych}
(G =(C},C5,...CL ), Gy = (C?,C3,...C% )}
if (C},C3,...CL )= (C?,C3,...C%_,) then /x grafy G i G sa identyczne bez
uwzgledniania ostatnio dodanej sktadowej spdjnej */
contineInner Loop < false;
for all G,,., € neg do
if G, jest podgrafem C7_, then /* potaczenie G z C7_| nie bedzie grafem
czestym, gdyz potaczenie G z podgrafem C?_| nie bylo grafem czgstym */
continuelInner Loop < true;
break;
end if
end for
if continueInner Loop then
continue;
end if
/* Opcjonalne faza czyszczenia /
if zbior sktadowych spdjnych grafu GG posiada podzbiory o k£ — 1 sktadowych, ktére
nie wystepuja w [ then
continue;
end if /x Koniec fazy czyszczenia x/
G+ (CHa) ...l ,,C2 )
if isFrequent(G, minSup, Gy.supportingSet N Gy.supportingSet) then
R+ RU{G};
else
neg — {C2,}:
end if
else
break;
end if
end for
end for
return R;
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Zatézmy, ze wynik potaczenia grafu G; z grafem G, jest grafem o k sktadowych spdjnych,
czyli ze 7 1 (9 réznig si¢ co najwyzej na ostatniej sktadowej spdjnej. Zanim nastapi
polaczenie GG z G5 sprawdzany jest warunek podany we wtasnosci 4.4. Jesli ostatnia sktadowa
grafu (G5 jest nadgrafem ktoregos z graféw ze zbioru neg, wtedy potaczenie GGy z G5 na pewno
nie bedzie czeste, a wigc nie jest wykonywane. Po potaczeniu Gy z Gy wynikowy graf G
sktada si¢ ze wszystkich sktadowych grafu (5 i ostatniej sktadowej grafu GG5. Zanim dojdzie
do wyznaczania wsparcia tego grafu, mozliwe jest wykonanie opcjonalnej fazy czyszczenia.
To znaczy, mozna sprawdzi¢, czy kazdy o jeden mniejszy podzbiér sktadowych spdjnych
grafu GG jest grafem czestym, czyli wystgpuje w zbiorze Fj_;. Na przyktad, jesli graf G
ma siedem sktadowych spdjnych aaabced to nalezy sprawdzié, czy wszystkie grafy o szeSciu
sktadowych, z ktérych graf G nie zostat utworzony, czyli aabced oraz aaaccd, wystgpuja
w Fy. Nie trzeba sprawdzac aaabcc ani aaabed, gdyz z tych graféw powstat G wigc musza
one wystgpowaé w Fy. Wreszcie, ostateczny test na to, czy graf GG jest czesty, przeprowadza
funkcja isFrequent. Jesli G jest czgsty, zostaje umieszczony w zbiorze Fj, w przeciwnym
razie ostatnia sktadowa grafu GG jest dodawana do zbioru neg.

Funkcja isF'requent sprawdza, czy graf GG jest wspierany nie mniej niz minSup razy przez
grafy ze zbioru D bedacego przecigciem zbioréw wspierajacych grafy GGy i G,. Na poczatku
sprawdzane jest, czy liczno$¢ zbioru ID jest nie mniejsza niz minSup i jesli tak, wyznaczane
jest doktadne wsparcie przez wykonywanie testow na izomorfizm podgrafu G z kazdym grafem

zbioru D.

Algorytm 4.22 isFrequent(G, minSup, D)
if |D| < minSup then
return false;
end if
sup < 0;
for all G; € D do
if graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu GG; then
sup < sup + 1;
end if
end for
if sup < minSup then
return false;
else
return true;
end if
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Wykorzystanie optymalizacji z algorytmu UGM

Niektére z metod przygotowanych dla algorytmu UGM mozna wykorzysta¢ do
optymalizacji algorytmu U F'C'. Warto wykorzystac:

— wielozbiory maksymalnych czgstych deskryptorow krawedzi (patrz rozdziat 4.1.1)
Wielobioér deskryptoréw kazdego grafu czestego musi by¢ podzbiorem ktéregos
z maksymalnych czgstych wielozbioréw deskryptoréw. Przed wyznaczaniem wsparcia
grafow kandydujacych (z listy K;) nalezy sprawdzié, czy ich wielozbiory deskryptoréw
spetniaja podany wyzej warunek. JeSli nie - mozna uznaé, ze graf nie jest czgsty bez
potrzeby wyznaczania doktadnego wsparcia.

— zbidér graféw nieczestych (patrz rozdziat 4.1.2) Nadgraf grafu nieczegstego tez nie jest
czesty. Grafy, ktére okazuja si¢ nieczgste w czasie wyznaczania wsparcia powinny zostaé
umieszczone we wspomnianym zbiorze graféw nieczestych GN. Podczas rozpatrywania
kandydatéw na grafy czeste mozna sprawdzi¢, czy nie zawieraja one podgraféw
izomorficznych z dowolnym z graféw z tego zbioru. JeSli zawieraja - mozna uznac,
ze nie sa one czeste bez potrzeby wyznaczania doktadnego wsparcia. Metoda ta jest
uogdlnieniem optymalizacji na podstawie wtasnosci 4.4, ktdra jest stosowana w U F'C, ale
jest od niej wolniejsza, gdyz wymaga wykonywania testow na izomorfizm z podgrafem,
zatem powinna by¢ stosowana raczej jako uzupetnienie tej metody niz jej zastapienie.
Korzystanie ze zbioru graféw nieczgstych jest tym skuteczniejsze, im szybciej zbior bedzie
wypetniany matymi grafami nieczgstymi. Stosowane w U F'C' sortowanie czgstych graféw
spéjnych sprzyja tej wtasnosci.

— przerywanie wyznaczania wsparcia (patrz rozdzial 4.1.4) Do poprawnego dziatania
algorytmu nie jest potrzebne doktadne wyznaczenie wspar¢ graféw, ktére nie sg czeste.
Jesli zatem na etapie wyznaczania wsparcia dla danego grafu mozna stwierdzi¢, ze graf
nie jest czgsty, wyznaczanie wsparcia mozna przerwaé. Wsparcie danego grafu jest zawsze
wyznaczane w zbiorze [D stanowigcym przecigcie zbiorow wspierajacych graféw z ktérych
powstat. Jesli liczba nieudanych testéw na izomorfizm podgrafu przekroczy |D| —minSup,

wtedy graf ma na pewno wsparcie mniejsze niz minSup, czyli nie jest czgsty.

Wszystkie te metody wystarczy wiaczyé do funkcji isF'requent; pozostate funkcje
nie wymagaja wprowadzania zmian. Zmodyfikowana funkcja nosi nazwe¢ isFrequentFx

(algorytm 4.23) Sprawdzanie, czy wielozbidr deskryptorow grafu jest zawarty w zbiorze
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maksymalnych wielozbioréw deskryptoréw, znajduje si¢ na poczatku funkcji isFrequent Ex,
zaraz po sprawdzeniu, czy zbidr wspierajacy jest wystarczajaco liczny. Nastgpnie sprawdzany
jest zbidr graféw nieczgstych. Wreszcie, na etapie wyznaczania wsparcia Sledzona jest liczba
nieudanych testow na izomorfizm podgrafu - falseResults. Jesli falseResult przekroczy

|D| — minSup, petla wyznaczajaca wsparcie jest przerywana.

Algorytm 4.23 isF'requent Ex(G, minSup, D)
if [D| < minSup then
return false;
end if
if £5(G) nie jest podzbiorem zadnego z maksymalnych czgstych wielozbioréw
deskryptoréw then
return false;
end if
if GN zawiera jakikolwiek podgraf izomorficzny z G then
return false;
end if
sup < 0; falseResults = 0;
for all G; € D do
if graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu GG; then
sup < sup + 1;
else
falseResults < falseResults + 1;
if falseResults > |D| — minSup then
return false;
end if
end if
end for
if sup < minSup then
GN + GNU{G};
return false;
else
return true;
end if




5. Problemy izomorfizmu graféw i izomorfizmu

z podgrafem

5.1. Znane algorytmy

Problem izomorfizmu graféw nalezy klasy NP, ale nie jest wiadome, ani czy nalezy do klasy
probleméw NP-zupelnych, ani czy jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym' [27, 42].
Naiwne rozwiazanie polega na generowaniu permutacji wierzchotkéw jednego grafu z pary
poréwnywanych graféw i sprawdzaniu, czy po przenumerowaniu wierzchotkéw na podstawie
permutacji oba grafy sa identyczne. Takie rozwiazanie ma ztozonos¢ O(n!), gdzie n jest liczba
wierzchotkow grafu. W ulepszonej wersji wierzchotki grafu sa najpierw partycjonowane na
klasy rownowaznosci, np. na podstawie etykiety i/lub stopnia. Permutowanie mozna wtedy
przeprowadzi¢ niezaleznie w kazdej klasie [21]. Obecnie teoretycznie najnizsza ztozono$¢
réwna 20(V7logn) nosiada algorytm zaproponowany w [4]. W zastosowaniach praktycznych za
wiodacy algorytm rozwiazywania problemu izomorfizmu graféw uwaza si¢ program NAUTY?
[26], bazujacy na pracy [54]. W przypadku ograniczonej klasy graféw istnieja skuteczniejsze
algorytmy: algorytmy o zlozonosci wielomianowej zaproponowano m. in. dla graféw
planarnych [36], przedziatowych [50], graféw permutacji [15], graféw o ograniczonym stopniu
wierzchotkow [51].

Problem izomorfizmu z podgrafem nalezy natomiast do klasy NP-zupetnych [30], zatem
na chwilg obecna nie istnieje algorytm rozwiazujacy ten problem w czasie wielomianowym.
Pierwsze rozwiazanie problemu izomorfizmu z podgrafem podat Ullmann [69]. Rozwiazanie
wielomianowe zostalo zaprezentowane w [56], przy zalozeniu, ze zbidér potencjalnych
nadgraféw dany jest z géry. W tej metodzie dla danego zbioru graféw D wykonuje

! Wyniki ostatnich badasi sugeruja, ze problem nalezy jednak do klasy P (jest rozwiazywalny w czasie

wielomianowym). W [22] pojawita si¢ propozycja algorytmu nalezacego do klasy P, ktéra wymaga szerszej

weryfikacji.
2 NAUTY, http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/nauty/implement.shtml
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si¢ przetwarzanie wstegpne, ktére tworzy drzewiasta strukturg wspomagajaca pdZniejsze
wykonywanie testow na izomorfizm podgrafu. Algorytm korzystajacy z tej struktury potrafi
odpowiedzieé na pytanie czy dany graf G jest izomorficzny z podgrafem ktérego$ z graféw
z zbioru D w czasie proporcjonalnym do kwadratu liczby wierzchotkéw grafu G. Z tego
wzgledu rozwigzanie to jest interesujace, gdyz w zagadnieniu odkrywania graféow czgstych
baza graféw jest znana. Niestety wspomagajaca struktura roSnie wyktadniczo ze wzgledu
na liczbg i rozmiar graféw w D i jak podaja autorzy, realne zastosowanie konczy si¢ na
liczbie kilkunastu graféw o wielkosci kilkunastu wierzchotkéw, co wyklucza jej wykorzystanie
w odkrywaniu graféw czestych. Najbardziej popularnym narzgdziem do badania problemu
izomorfizmu z podgrafem jest biblioteka vflib® wykorzystujaca algorytmy VF [19] i VF2
[18]. W niniejszej rozprawie proponuj¢ nowy algorytm Subgraphlsomorphism rozwiazujacy
problem izomorfizmu z podgrafem, zoptymalizowany pod katem wykorzystania w algorytmach
UGM 1 UFC'. Algorytm ten opiera si¢ na zdefiniowaniu izomorfizmu z podgrafem w postaci
problemu spelniania ograniczen (CSP, ang. Constraints Satisfaction Problem) w sposéb
podobny do [49, 63, 81, 79], uzyciu optymalizacji opartej na symetrii graféw bedacej
modyfikacja pomystu z [80], oraz wykorzystaniu faktu, ze wigkszoS¢ operacji izomorfizmu
z podgrafem wykonuje si¢ na grafach z tego samego zbioru, czyli grafach z wejSciowe;j
bazy graféw oraz kolejnych rozszerzen graféw czestych. W przypadku zastosowan wewnatrz
UGM i U FC proponowany algorytm okazuje si¢ o kilka rzedéw wielkosci efektywniejszy od
implementacji umieszczonej w platformie ParM ol oraz o rzad wielkoSci efektywniejszy od

algorytméw biblioteki vflib.

5.2. Problem izomorfizmu graféw jako CSP

5.2.1. CSP - Problem Spelniania Ograniczen

Definicja 5.1. (Problem CSP)
Problem CSP jest tréjka (X, D, C'), gdzie
X ={x1,29,...,x,} jest zbiorem n zmiennych.
D ={Dy,D,,...,D,} jest zbiorem dziedzin. Zmienne x; przyjmujg wartosci z D;.

C' jest zbiorem zdafi logicznych dotyczacych zmiennych ze zbioru X.
3 http://amalfi.dis.unina.it/graph/db/vflib-2.0/doc/vflib.html
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Podczas definiowania problemu zmienne x4, . . . , ,, maja nieokre§lone warto$ci. Rozwigzanie
problemu polega na znalezieniu takiego przyporzadkowania wartosci do zmiennych (x; <
dy € Dy,...,x, < d, € D,), aby wszystkie zdania logiczne ze zbioru C' byty prawdziwe, lub

stwierdzeniu, ze takie przyporzadkowanie nie istnieje.

Wiele probleméw mozna zdefiniowa¢ w tej postaci, m.in. problem n hetmanéw,
kolorowanie map, uktadanie rozktadu zaj¢é, uktadanie harmonogramoéw.

Ogoblne rozwigzanie problemu CSP polega na zastosowaniu algorytmu przeszukiwania
z powrotami (ang. backtracking [20]). Ogdlny schemat tej metody przedstawia algorytm 5.24.
Algorytm z powrotami polega na przyporzadkowywaniu dozwolonych wartosci do kolejnych
zmiennych, a w momencie, gdy do rozpatrywanej zmiennej nie da si¢ przyporzadkowac
wartoSci, gdyz ograniczenia zostatyby naruszone, wraca si¢ do poprzedniej zmiennej. Do
tego algorytmu mozna doda¢ wiele usprawnien poprawiajacych efektywno$¢ przeszukiwania
[29], m.in. heurystyki wyboru zmiennej i wartoSci, sprawdzanie w przod, propagacje
ograniczen, przeszukiwanie lokalne, powroty ze znakowaniem (ang. backmarking), powroty
z przeskokami (ang. backjumping). Jak pokazano w [66] wykorzystanie tych technik
pozwala na rozwiazywanie wigkszosci przypadkéw probleméw CSP w prawie staltym czasie.
Istnieje tylko waski przedziat kombinacji parametréw problemu, w ktérym problem ujawnia

wyktadniczy charakter.

Algorytm 5.24 CSPbactracking(X, D, C')
1: if wszystkie zmienne z X maja przyporzadkowane wartosci then
2:  return true;
3: end if

4: cur < Wybierz zmienng ze zbioru X, ktéra nie ma przyporzadkowanej wartosci;
5: foralld € D, do
6:  if przyporzadkowanie z,, <— d nie narusza ograniczenia C' then
7 przyporzadkuj x.,, < d;
8: usun d z D, ;
9: if CSPbactracking(X, D, C') then
10: return true;
11: else
12: Anuluj przyporzadkowanie ., < d;
13: Dodaj d do D.y,;
14: end if
15:  endif
16: end for

17: return false;
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Przyklad 5.1. (przyktadowy problem spetnialnosci)

Nalezy sprawdzié, czy dla formuty logiczne;j
f=(xaVa3Vaoy) A(x1VayVI3) A (22 Vs VI A (21 VT3)

istnieje takie podstawienie zmiennych x1, xo, 3, x4, ze formula jest prawdziwa.
Zadanie jest przyktadem problemu 3-SAT, gdyz formuta logiczna jest w koniunkcyjnej postaci
normalnej, a wszystkie klauzule maja nie wigcej niz 3 literaly. Problem 3-SAT nalezy do klasy
NP-zupetnych. Sprowadzamy podany problem do postaci CSP = (X, D, C'), gdzie:

X = {x, 29, 23,14}

Dy =Dy = D3 =D, ={0,1}

C=A
Cr:(zaVargVay) =1
Cy:(x1VaaVaz) =1
Cs:(xaVa3VEy) =1
Cy:(r1VT3) =1

}

W okreSlaniu zbioru ograniczen wykorzystujemy wiedz¢ z problemu 3-SAT. Wprowadzamy
cztery mniejsze ograniczenia, ktére zastgpuje jedno duze f = 1. Jesli przyjmiemy, ze algorytm
z powrotami przyporzadkowuje zmienne w kolejnoSci x1, s, T3, T4, @ wartosSci w kolejnosci
0,1, wtedy §lad wykonania tego algorytmu przedstawia tabela 5.1. Wiersz C tabeli 5.1
pokazuje ograniczenie, ktére nie jest spelnione. Po czternastu iteracjach algorytm znajduje
rozwigzanie 1 = 1,z = 0,23 = 1,24 = 0 spelniajace warunki zadania. Algorytm
z powrotami mozna zmodyfikowaé tak, aby znajdowal wszystkie poprawne rozwiazania,
zamiast pierwszego napotkanego. W tym celu linie 1-3 algorytmu 5.24 nalezaloby zastapic

ponizszym kodem.

if wszystkie zmienne z X maja przyporzadkowanie then
Wypisz lub zapamigtaj rozwigzanie;
return false;

end if

5.2.2. Problem izomofizmu z podgrafem jako CSP

Problemu izomorfizmu grafu G z podgrafem grafu G’ mozna zapisaé w postaci C'S' P na

dwa ogdlne sposoby:
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¢ (123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
7|0 OO0 O O0 o0 o 11 1 1T 1 1 1
T 00 0 0 0 1 0O 0 0 0 o0 O
T3 0 0 0 1 0O o0 0 1 1
T4 0 1 0 1 0
C C, C3 Cy Cy ¢y G

Tabela 5.1. Kolejne przyporzadkowania w algorytmie z powrotami podczas rozwigzywania problemu

z przyktadu 5.1.

— bazujac na wierzchotkach [53, 49] - w tym modelu zbiér X reprezentuje wierzchotki grafu
G, a zbiér D reprezentuje wierzchotki grafu G';

— bazujac na wierzchotkach i krawgdziach [63] - w tym modelu zbiér X reprezentuje
wierzchotki oraz krawedzie grafu GG, a zbior D reprezentuje wierzchotki i krawedzie grafu
G'.

W tej pracy uzywany jest pierwszy model w postaci podanej w definicji 5.2. W przewazajacej

czgSci pracy, pod pojeciem grafu rozumiany jest nieskierowany graf etykietowany.

Z tego wzgledu problem izomorfizmu rozpatrywany jest obszernie tylko w przypadku

nieskierowanych graféw etykietowanych.

Definicja 5.2. (izomorfizm z podgrafem w postaci CSP)
Dane sa dwa nieskierowane grafy etykietowane G = (V. = {vy,...,v,}, E,lbl, L) oraz
G = (V' = {v,..., v}, E',Ibl', L'). Problem izomorfizmu grafu G z podgrafem grafu
G’ mozna zapisaé w postaci CSP(X, D, C), gdzie:
X =A%y, Tuy, -+, T, }
D={Dy=V' D=V ....D,, =V'}
C={
Ve—form}eb  {%u;Tu} € F,
Voev (bl(v) = Ibl' (),
Ve=(urvyer  1bl(e) = 0l ({zv,, T0, })
Vizj Ti# T
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Mozna tatwo zauwazyC, ze definicja zbioru C' jest tozsama z definicja izomorfizmu (patrz

definicja 2.8) - przyporzadkowania z,, odpowiadaja funkcji ¢(v;).

5.3. Metody optymalizacji algorytmu CSP dla problemu izomorfizmu

z podgrafem

Istnieje wiele metod zwigkszajacych efektywnoS¢ podanego wczesniej algorytmu
z powrotami. Do znanych metod naleza przede wszystkim metody ograniczania dziedziny,
heurystyki kolejnosci wyboru wartoSci 1 zmiennych oraz wykorzystanie symetrii. Kolejne
sekcje przedstawiaja opis tych metod wraz ze sposobem ich implementacji na potrzeby
algorytméw UGM i1 UFC. Samodzielnym i oryginalnym dorobkiem autora niniejszej
rozprawy jest zaproponowanie metody sprawdzania spdjnosci dziedziny (rozdzial 5.3.4),
uzycie symetrii jako mechanizmu ograniczania dziedziny (rozdziat 5.3.8) oraz wykorzystanie
zebranych informacji z kolejnych wykonan testéw na izomorfizm w algorytmach UGM i UFC

(rozdziat 5.3.10).

5.3.1. Ograniczanie dziedziny

Zbiér D, czyli zbiér dozwolonych wartosci okreSla przestrzen przeszukiwan. Liczno$¢
przestrzeni przeszukiwan jest réwna liczbie wszystkich mozliwych przyporzadkowan
zmiennych do wartosci, czyli |X|/Pl. W zwiazku z tym nawet niewielkie zmniejszenie
dziedziny powoduje znaczace zmniejszenie przestrzeni przeszukiwan. Metody ograniczania
dziedziny dzielg si¢ na te, ktore wykonuje si¢ przed uruchomieniem algorytmu przeszukiwania
oraz takie, ktére wykonuje si¢ w trakcie przeszukiwania - najczeSciej po kazdym przyporzadku
wartoSci do zmiennej (tzw. sprawdzanie w przéd). Ograniczanie dziedziny odbywa si¢ przez
interpretacje¢ ograniczen ze zbioru C'. Najprostszy przypadek stanowia ograniczenia unarne,
czyli dotyczace jednej zmiennej. W przypadku izomorfizmu z podgrafem ograniczeniem
unarnym jest (bl'(x,) = Ibl(v), czyli warunek zgodnosci etykiet wierzchotkéw. Wierzchotek
o danej etykiecie mozna przyporzadkowacé tylko do wierzchotkéw o tej samej etykicie. Zatem
dziedzing zmiennej x,, mozna ograniczy¢ do wierzchotkéw o etykiecie [bl(v). Do ograniczania
dziedziny na podstawie ograniczef binarnych stuza algorytmy sprawdzania spdjnosci tukowe;j
(np. AC3, rozdziat 5.3.2). Przyktadem takiego ograniczenia w problemie izomorfizmu

z podgrafej jest Ibl'({x,,,xy,}) = bl({v1,v2}), czyli warunek zgodnosci etykiet krawedzi.
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Dla problemu izomorfizmu z podgrafem nie istnieja ograniczenia ternarne i wyzszego stopnia.
Do ograniczania dziedziny moga tez postuzy¢ ograniczenia nie wystgpujace wprost w zbiorze
C, ale wynikajace z wiedzy o problemie. Dla przyktadu rozpatrzmy problem izomorfizmu
grafu G z podgrafem grafu G’ znajdujacy si¢ na rysunku 5.1. Warunkiem koniecznym na to,
aby przyporzadkowanie wierzchotka grafu G do wierzchotka grafu G’ byto izomorfizmem, jest
zgodnos¢ etykiet wierzchotkow. Wierzchoiki o etykiecie @ mozna przyporzadkowac tylko do
wierzchotkéw o etykiecie a. Zastosowanie tego warunku zmiejsza liczno$¢ dziedziny z oSmiu
do szesciu (rys. 5.1c). Warunek zgodnosci etykiet wierzchotkéw wystepuje w zbiorze C,
ale kolejny juz nie: wielozbidr etykiet wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem v musi
by¢ podzbiorem wielozbioru etykiet wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem v’. Ten
warunek ogranicza dziedzing do licznosci 3 (rys. 5.1d) - wierzcholki sasiadujace z dwoma
wierzchotkami o etykietach a mozna przyporzadkowac tylko do wierzchotkéw sasiadujacych
z co najmniej dwoma wierzchotkami o etykiecie a. Podobny warunek mozna podac¢ dla etykiet
krawedzi sasiadujacych, lecz w rozwazanym przyktadzie nie przyniesie to zadnego efektu,
gdyz krawedzie nie sa etykietowane, czyli mozna uznaé, ze wszystkie krawedzie maja tg
samg etykiete. Kolejne ograniczenie, ktére nie wystepuje bezposrednio w zbiorze C, dotyczy
stopnia wierzchotkéw sasiadujacych: stopnie wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem
v musza by¢ nie wigksze niz stopienie odpowiadajacych im wierzchotkéw sasiadujacych
z wierzchotkiem v'. Po uwzglednieniu tego warunku liczno$¢ dziedziny spada do dwdch
(rys. 5.1e) - wierzchotki sasiadujace z dwoma wierzchotkami o stopniach réwnych 2 mozna
przyporzadkowac tylko do wierzchotkéw sasiadujacych z co najmniej dwoma wierzchotkami
o stopniach rownych co najmniej 2. Mozliwe jest tworzenie bardziej skomplikowanych
warunkoéw, np. uwzgledniajacych wigksze otoczenie wierzchotka niz bezposredni sasiedzi,
pod warunkiem, ze mozliwe jest efektywne ograniczanie dziedziny na ich podstawie. W pracy
zostaly przetestowane podane nizej warunki wstgpnie ograniczajace dziedzing.

Do dziedziny zmiennej z, naleza tylko te wartosci v/, ktdre spetniaja nastgpujace warunki:
— zgodnos¢ etykiet: [bl(v) = Ibl'(v'); etykieta wierzchotka v jest taka sama jak etykieta

wierzchotka v'.
— zgodnos¢ sasiadujacych krawedzi: 3 funkcja réznowartosciowa f: N,(v) — N,(v') taka,

7€ Vo,en, (v) I0l(v;) = 10U (f(v;)) Albl(e ={v,v;}) = Ibl'(e' = {7, f(vs)}), gdzie N, (i) jest

zbiorem wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem 7. Warunek ten jest rownowazny
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Rysunek 5.1. Ograniczenia dziedziny wierzchotkéw grafu G po uwzglednianiu warunkow:

¢) zgodnosci etykiet, d) zgodnosci sasiedztwa, e) zgodnosci stopnia wierzchotkéw sasiadujacych

nastgpujacemu: wielozbiér deskryptoréw krawedzi zawierajacych wierzchotek v musi by¢
podzbiorem wielozbioru deskryptoréw krawedzi zawierajacych v'.

— zgodno$¢  stopnia  wierzchotkow  sasiadujacych: Jfunkcja réznowarto$ciowa
[ Ny(v) = N,(v') taka, ze Vyen,w) 0l(vi) = OI(f(v;)) A bl(e={v,v;}) =
Ibl' (e ={v', f(v;)}) Nd(v) < d(v'), gdzie N, (i) jest zbiorem wierzchotkéw sasiadujacych
z wierzchotkiem i. Jest to zaostrzenie warunku poprzedniego o warunek stopnia
wierzchotkéw. Stopnie wierzchotkéw z otoczenia wierzchotka v musza by¢é mniejsze niz

lub réwne stopniom odpowiadajacych im wierzchotkéw z otoczenia wierzchotka v'.

Algorytm ograniczajacy dziedzing na podstawie wymienionych warunkéw bedzie

oméwiony w rozdziale 5.3.4 przy okazji omawiania sprawdzania spojnosci dziedziny.

Algorytm 5.25 AC-3

if ac3 jest wykonywany przed uruchomieniem algorytmu z powrotami then
arcs < (v;,v;) dla kazdego v;,v; € V [{v;,v;} € E

else /x ac3 jest wykonywany po kazdym przyporzadkowaniu w algorytmie z powrotami */
arcs < (v;,v;) dla kazdego v;, ktore zmienito dziedzine przy ostatnim
przyporzadkowaniu i {v;,v;} € E

end if

while arcs jest niepusty do
a < arcs. first;
usun a z arcs;
if removelnconsistentValues(a.vy, a.vy) then

arcs < arcs U (v;, a.vp) dla kazdego v; takiego, ze {v;,v;} € E

end if

end while
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Algorytm 5.26 removelnconsistentValues(v;, v;)

removed < false;
for all v} € D,; do
if nie istnieje v§- € D,; spetniajace ograniczenie (v;, v;) (tzn.
{vi,v5} € E" A ({v;, v }) = Ibl({vs, v;})) then
usun v} z D,;;
removed < true;
end if
end for

return removed;

5.3.2. Ograniczanie dziedziny za pomoca badania spdjnosci tukow

Sprawdzanie spdjnosci tukéw (ang. arc consistency) ma zastosowanie w problemach
CSP z ograniczeniami binarnymi. Problem taki mozna wtedy reprezentowa¢ w postaci
grafu, w ktéorym wierzchotki reprezentuja zmienne, a krawgdzie (tu nazywane lukami) -
ograniczenia migdzy zmiennymi. W celu ograniczania dziedziny za pomoca ograniczen
binarnych wprowadza si¢ pojecie spdjnosci tukowej. Kazdemu ograniczeniu binarnemu c € C,
w ktérym biorg udziat dwie zmienne z; i 25, odpowiadaja dwa tuki: (z7 — z5) oraz (ry — x1).
Fuk (z; — x) uznajemy za spdjny, jesli dla kazdej wartosci v; € D,, istnieje warto§é
vy € D,,, spelniajaca ograniczenie c. Jesli taka wartos¢ nie istnieje, wtedy v; nalezy usunaé
z dziedziny x;. Spdjnos¢ tukowa nalezy sprawdzi¢ dla kazdego tuku, a poniewaz sprawdzenie
jednego tuku moze zmieni¢ dziedzing zmiennych, tuk wczesniej sprawdzony i uznany za
spéjny moze si¢ okaza¢ niespdjny. Z tego wzgledu moze istnie¢ konieczno$¢ wielokrotnego
sprawdzania spdjnosci danego tuku, zatem ztozonos¢ algorytmu moze by¢ wigksza niz liniowa
ze wzgledu na liczbg tukéw. Zaproponowano wiele algorytméw sprawdzania spdjnosci tukéw
(acl [52], ac2[52], ac3 [52], ac4[57], ac5[61, 35], ac6[7], ac7[8]), z ktérych najbardziej znanym
jest ac-3 (patrz algorytm 5.25).

Algorytm AC-3 wprowadza do$¢ duzy narzut czasowy i eksperymenty (patrz rozdziat 6.6)
pokazuja, ze raczej nie warto go stosowaé w przypadku problemu izomorfizmu graféw

i podgrafow.

5.3.3. Sprawdzanie w przod

Mechanizm sprawdzania w przoéd polega na ograniczaniu dziedziny po kazdym
przyporzadkowaniu wartosci do zmiennej. Jesli ktéras z dziedzin nieprzyporzadkowanych

zmiennych okaze si¢ pusta, algorytm z powrotami moze natychmiast anulowaé to
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przyporzadkowanie 1 powréci¢ do kolejnych przyporzadkowarn. Sposéb  w  jaki

przyporzadkowanie wpltywa na zmian¢ dziedziny innych zmiennych zalezy od problemu.

W przypadku izomorfizmu podgrafu, przyporzadkowanie x, < v’ mozna wykorzysta¢ do

ograniczenia dziedziny na nastgpujace sposoby:

— usufi v' z wszystkich dziedzin réznych od D,. Przyporzadkowanie w izomorfizmie
z podgrafem jest réznowartoSciowe, wiec raz wykorzystana warto$¢ nie moze byc
przyporzadkowana innej zmiennej.

— w dziedzinach wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem v, pozostaw tylko te wartosci,
ktore sa wierzchotkami sasiadujacymi z z,,. Na rysunku 5.2 dziedzina kazdego wierzchotka
grafu G ma liczno$¢ 3. Po przyporzadkowaniu wierzchotka a z grafu G do wierzchotka
1 z grafu G’, w dziedzinach wierzchotkéw b i ¢ pozostana tylko wierzchotki sasiadujace
z wierzchotkiem 1, czyli wierzchotki 2 1 3. W dziedzinie wierzchotka b pozostanie zatem
tylko wierzchotek 2, a w dziedzinie wierzchotka c - tylko wierzchotek 3.

Sprawdzanie w przéd wymaga zapamigtywania usunigtych wartosci z dziedzin w kazdym

kroku algorytmu z powrotami, aby w przypadku niepowodzenia przyporzadkowania, mozna

bylo przywréci¢ stan dziedziny sprzed nieudanego przyporzadkowania. Wprowadza to
dodatkowy koszt pamigciowy i czasowy, ale eksperymenty pokazuja, ze calkowity czas
wykonania algorytmu jest zdecydowanie krétszy. Wynika to z faktu, ze sprawdzanie w przéd
potrafi wykry¢ nieudane przyporzadkowanie zdecydowanie wczesniej i co za tym idzie, liczba
przyporzadkowan i powrotow jest mniejsza.

Sprawdzanie w przdd, wraz z przedstawionym wcze$niej ograniczaniem dziedziny pozwala
na catkowite zignorowanie fazy sprawdzania ograniczen w algorytmie z powrotami, gdyz
zapewnione jest, ze dziedziny nie posiadaja wartoSci, ktorych przyporzadkowanie naruszatoby

ograniczenia.

5.3.4. Sprawdzanie spojnoSci dziedziny

Po ograniczeniu dziedziny, ale jeszcze przed préba znalezienia przyporzadkowania, tzn.
przed uruchomieniem algorytmu przeszukiwania (np. algorytmu z powrotami) istnieje
mozliwo$¢ sprawdzenia, czy uzyskana dziedzina daje w ogéle mozliwoS¢ pozytywnego
przyporzadkowania zmiennych. Moze si¢ okazal, ze dziedzina jednej zmiennej jest pusta,

a wigc z trywialnych powodéw algorytm z powrotami nie zwrdci pozytywnego rezultatu i nie
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G G G

D,={1,59} D,={2,6,7}

D,=(3.4.8}

D=2}

D,={1}

Rysunek 5.2. a) dziedziny wierzchotkéw grafu G b)dziedziny wierzchotkéw grafu G po

przyporzadkowaniu a <— 1 z wykorzystaniem sprawdzania w prz6d

ma sensu szukaé przyporzadkowan dla innych zmiennych. Autor tej rozprawy proponuje
sprawdzanie spdjnosci dziedziny na podstawie klas rOwnowaznosci wierzchotkow.

Podzielmy wierzchotki grafu G na klasy réwnowaznosci. Klasy réwnowaznosci sa
zdefiniowane i1 wyznaczane w sposOb podobny do algorytméw badajacych izomorfizm
z grafem, ktore wykorzystuja partycjonowanie wierzchotkow w klasy rownowaznosci [21].
Do jednej klasy naleza wierzchotki, ktére:

— maja t¢ samy etykiete,
— maja ten sam wielozbidr deskryptoréw krawedzi wychodzacych.

Jesli algorytm ograniczania dziedziny korzystal z warunkéw zgodnosci etykiet oraz
zgodnosci sqsiadujqcych krawedzi (i ewentualnie dodatkowo innych), to wierzchotki z tej same;j
klasy réwnowazno$ci beda miaty t¢ sama dziedzing. Jesli okaze sig, ze licznosc tej dziedziny
jest mniejsza niz liczno$¢ klasy rownowaznosci, to dziedzina nie jest spdjna i graf G na pewno
nie jest podgrafem grafu G'. Na rysunku 5.1 wszystkie wierzchotki grafu GG naleza do tej samej
klasy réwnowazno$ci. Po zastosowaniu warunkéw zgodnoSci etykiet i sasiadujacych krawedzi
dziedzina tej klasy zostata zredukowana do licznosci dwdéch, co zostatlo oméwione wczesSnie;.
Istnieja trzy wierzchotki, ktére nalezy przyporzadkowaé réznowartoSciowo do zbioru dwéch
wierzchotkéw, co naturalnie jest niewykonalne. Zbadanie spdjnosci dziedziny od razu odrzuci
mozliwo$¢ pozytywnego przyporzadkowania, bez koniecznoSci uruchamiania algorytmu
z powrotami. Moéwiac ogélniej, dziedzina jest niespdjna, gdy istnieje klasa rownowaznosci
wierzchotkéw, ktérej licznosc¢ jest mniejsza niz licznos$¢ dziedziny wierzchotkéw nalezacej do

tej klasy.
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Badanie spéjnosci dziedziny przedstawia algorytm 5.27, ktérego zadaniem jest takze
ograniczanie dziedziny wedlug warunkéw podanych w rozdziale 5.3.1. Pierwsza faza
algorytmu jest wyznaczenie dziedziny. Dziedzina nie jest wyznaczana dla kazdego wierzchotka
oddzielnie, ale dla kazdej klasy rownowaznoSci. W tej fazie algorytm opiera si¢ na dziataniu
dwéch petli - zewnetrzej, ktéra iteruje po klasach réwnowaznosci wierzchotkéw grafu G
oraz wewnetrznej, ktéra iteruje po klasach réwnowaznosci wierzchotkéw grafu G’. Jesli
rozpatrywane w danym momencie klasy réwnowaznosci K i K’ spetniaja warunki zgodnosci
etykiet, sasiadujacych krawedzi i stopnia sasiadujacych wierzchotkéw, wtedy do dziedziny
kazdego wierzchotka klasy K jest dodawany kazdy wierzchotek klasy K’. Po wyznaczeniu
catej dziedziny dla wierzchotkéw klasy K sprawdzany jest warunek spéjnosci: jesli licznos¢
dziedziny wierzchotkéw z klasy K jest mniejsza niz liczno$¢ klasy K, wtedy algorytm konczy
si¢ podajac wynik falszu, co oznacza, ze dziedzina jest niespdjna i graf GG nie jest izomorficzny
z podgrafem grafu G’. Jezeli zostang wyznaczone dziedziny wierzchotkéw z wszystkich klas
i wszystkie one bgda spdjne, wtedy algorytm koniczy si¢ wynikiem prawdy, co oznacza, ze
dziedzina jest spdjna i aby stwierdzi¢, czy graf G jest izomorficzny z podgrafem grafu G’
nalezy uruchomi¢ algorytm z powrotami.

Istnieje mozliwo$¢ wyznaczania klas réwnowaznosci nie na podstawie podanych na
poczatku tej sekcji warunkow, lecz na podstawie dziedzin uzyskanych po wykonaniu algorytmu
ograniczania dziedziny. To znaczy, ze wierzcholki trafig do tej samej klasy, jesli maja tg
samg dziedzing. W ten spos6b mozna potencjalnie uzyska¢ wigcej klas rownowaznosci,
a wigc wigcej mozliwosci na wykrycie niespdjnosci, ale dodatkowo traci si¢ dwie mozliwosci
optymalizacji.

— algorytmy UGM i UFC wykonuja serie testow na izomorfizm graféw kandydujacych
z podgrafami graféw z bazy danych. Zaproponowane klasy réwnowaznosci wystarczy
wyznaczy¢ raz i uzywaé w kazdym tescie na izomorfizm. Natomiast klasy réwnowaznosci
bazujace na dziedzinie trzeba liczy¢ oddzielnie dla kazdego testu na izomorfizm.

— wilaczenie badania spéjnosci do algorytmu ograniczania dziedziny pozwala na szybsze
wykrycie niespdjnosci i przerwanie wykonywania ograniczania dziedziny oszczedzajac

czas wykonania.
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Algorytm 5.27 InitiateLegal Values(G, G')

1: for all K € K(G) do /« dla kazdej wierzchotkowej klasy rownowaznosci grafu G */

2: v« K.first;/* dowolny (np pierwszy) wierzchotek z klasy K x/

3:  nel] « G.edges(v); /« tablica krawedzi zawierajacych v posortowana wg etykiet
krawedzi (w pierwszej kolejnosci) i etykiet wierzchotkéw (w drugiej kolejnosci) */

4: forall K’ € K(G') do
5: v« K'. first;
6: if [bl(v)! = (bl(v") then /* zgodno$¢ etykiet */
7: continue;
8: end if
9: ne'[] < G'.edges(v');
10: found + true;
11: i< 0;17 <+ 0;
12: loop:
13: while : < ne.length do
14: e < nelil; i++;
15: while i’ < ne'.length do
16: e« ne'[i']; i'++;
17: if [bl(e’.e) = [bl(e.c) then /x zgodnos¢ sasiadujacych krawedzi */
18: if [bl(¢'.v) = [bl(e.v) then
19: if d(¢’.v) > d(e.v) then /* zgodnos¢ st. sasiadujacych wierzchotkow =/
20: continue loop;
21: end if
22: else
23: if [bl(¢’.v) > [bl(e.v) then
24: found < false;
25: break loop;
26: end if
27: end if
28: else
29: if [bl(e'.e) > Ibl(e.e) then
30: found < false;
31: break loop;
32: end if
33: end if
34: end while
35: found < false;
36: break loop;
37: end while
38: if found = true then
39: do dziedziny kazdego wierzchotka klasy K dodaj kazdy wierzchotek klasy K’;
40: end if
41:  end for
42:  if |D,| < |K| then /+ warunek spdjnosci dziedziny */
43: return false;
44:  end if
45: end for

46: return true;
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5.3.5. Kolejnos¢ wyboru zmiennej

Algorytm z powrotami w kazdym kroku wybiera nieprzyporzadkowana zmienna, dla ktorej
szukana bgdzie wartoSC spetniajaca ograniczenia. Kolejno$S¢ wyboru zmiennych ma bardzo
duze znaczenie dla szybko$ci dziatania algorytmu z powrotami. Heurystyki wyboru kolejnosci
zmiennej dziela si¢ na statyczne i dynamiczne. Heurystyki statyczne ([23, 28, 71]) okreSlaja
kolejnos¢ przed uruchomieniem algorytmu z powrotami, natomiast heurystyki dynamiczne
([34, 29]) okreslaja kolejnos¢ po kazdym przyporzadkowaniu. Heurystyki dynamiczne sa
potencjalnie bardziej efektywne i wykorzystuje si¢ je w wigkszosci przypadkéw. Heurystyki
statyczne maja zastosowanie w przypadku réznych modyfikacji algorytmu z powrotami,
w ktérych kolejnos¢ wyboru zmiennych musi by¢ zalozona z géry (np. pierwsze wersje
algorytmu backjumping [29]). Oczekiwana wtasno$cia heurystyk jest takie wybieranie
zmiennych, aby zminimalizowa¢ rozmiar drzewa przeszukiwan przez jak najszybsze
ograniczanie dziedziny oraz jak najszybsze znajdowanie nieudanych przyporzadkowan, gdyz
powrét z glebi drzewa jest bardziej kosztowny niz powrét z poczatku drzewa. W pracy
[34] wykazano, ze wybo6r zmiennej o najmniej licznej dziedzinie minimalizuje §rednig faczna
dlugos¢ gatezi drzewa. Skuteczno$¢ tej heurystyki w duzej mierze zalezy od skuteczno$ci
ograniczania dziedziny przez metod¢ sprawdzania w przdd. Eksperymenty prowadzone

w ramach tej pracy, potwierdzaja najwyzsza efektywnosc¢ tej metody (rozdziat 6.6.2).

5.3.6. Kolejnos¢ wyboru wartosci

W algorytmie z powrotami kazdej zmiennej prébuje si¢ przyporzadkowac wartosci z jej
dziedziny az do momentu znalezienia rozwiazania lub wyczerpania dziedziny. Zatem jesli
problem CSP ma rozwiazanie, wybor wiasciwych wartosci do przyporzadkowania pozwoli na
szybsze zakonczenie algorytmu. Celem heurystyki wyboru kolejnosci wartosci jest wybieranie
takich wartosci z dziedziny danej zmiennej, aby maksymalizowaé prawdopodobienstwo, ze
przyporzadkowanie jest czg$cig rozwigzania. Podobnie jak dla heurystyk wyboru zmiennych,
heurystyki wyboru wartoSci dziela si¢ na statyczne i dynamiczne. Najczesciej spotykang
heurystyka jest wybdér najmniej ograniczajacej wartoSci, czyli takiej, ktéra wyklucza jak

najmniej warto$ci innych zmiennych.
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D, = {1,2,3,4} e X =4 x.= X =
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D, ={... } (nieistotna) —— X = =3 X =

Rysunek 5.3. Izomorfizm podgrafu w przypadku pary symetrycznych wierzchotkéw. Niepotrzebne

przyporzadkowania zaznaczono strzatka.

5.3.7. Symetria w grafie

Rozpatrzmy przypadek znajdujacy si¢ na rysunku 5.3. Badamy izomorfizm grafu G
z podgrafem pewnego grafu G’. Graf G’ nie jest przedstawiony na rysunku, znane sa
natomiast dziedziny wierzchotkéw grafu G. W grafie G wierzchotki 1 i 2 sa symetryczne,
co oznacza, ze jeSli je zamienimy ze soba, uzyskany graf bedzie identyczny z G, czyli
zamiana miejscami wierchotkéw 1 i 2 jest automorfizmem grafu . Klasyczny algorytm
z powrotami (bez sprawdzania w przdd) bedzie przyporzadkowywal wartosci w kolejnosci
podanej na rysunku 5.3. Jesli G nie jest izomorficzny z podgrafem G’ to wszystkie wymienione
przeporzadkowania zostang sprawdzone. Niepowodzenie potowy z nich mozna wywnioskowac
od razu, korzystajac z wlasnosci symetrii wierzchotkow 1 1 2. Sa to przyporzadkowania
zaznaczone na rysunku strzatka. Jesli bowiem wierzchotek 1 ma juz przyporzadkowanie,
to wierzchotkowi drugiemu nie ma sensu przyporzadkowywaé wartosci, ktére byty juz
sprawdzane dla wierzchotka pierwszego, gdyz gdyby to przyporzadkowanie byto poprawne,
zostaloby znalezione wcze$niej. Na przyklad przyporzadkowanie x,; < 2, x,0 < 1 jest
redundantne, gdyz gdyby byto poprawne, powodzeniem zakorniczytoby si¢ przyporzadkowanie
Tyl — 1, T 9 — 2.

Podany przyktad stanowi najprostszy przypadek symetrii w problemie CSP. Symetria
w problemie CSP objawia si¢ wystgpowaniem wielu symetrycznych poddrzew w drzewie

przeszukiwan.  JeSli problem CSP nie ma rozwiazania, symetryczne poddrzewa sa
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niepotrzebnie przeszukiwane*. Metody wykrywania i wykorzystywania symetrii w ogélnym
problemie CSP byly studiowane od wielu lat, m.in. w pracach [62, 5, 6]. Symetria
w problemie CSP jest permutacja o przeksztatcajaca przyporzadkowania w przyporzadkowania
symetryczne, to znaczy takie, ktére nie zmieniaja ksztaltu zdafi logicznych w zbiorze
ograniczen C. Mozemy wyr6zni¢ dwie klasy symetrii: symetri¢ zmiennych i symetrig
wartoSci. Symetria zmiennych jest permutacja o : X — X przeksztalcajaca przyporzadkowanie
s=(xy¢dy,...,xy<d,) W przyporzadkowanie s = (o(x1)<dy,...,0(x,)<d,).
Symetria wartoSci jest permutacja o:D — D przeksztalcajaca przyporzadkowanie
s=(xy4dy,...,r,d,) W przyporzadkowanie s' = (zi<o(dy),...,0(z,)< o(d,)).
Jesli w problemie C'S P istnieje pewna symetria o, wtedy dla danego przyporzadkowania s
istnieje przyporzadkowania symetryczne o(s). Jedno z tych przyporzadkowan mozna uznaé
za redundantne i rozwigzujac problem C'SP mozna pominaé sprawdzanie jego poprawnosci,
gdyz jesli s jest poprawne, czyli nie narusza ograniczen ze zbioru C, wtedy o(s) tez nie
narusza tych ograniczen. Podobnie, jesli s narusza ograniczenia ze zbioru C, wtedy o(s)
réwniez narusza te ograniczenia. Sposréd przyporzadkowan s i o(s) za rendundante mozna
uznaé arbitralnie dowolne z nich. W niniejszej rozprawie za redundantne przyporzadkowanie

bedziemy uznawali wigksze z symetrycznych przyporzadkowan.

Przyklad 5.2. (przyktad symetrii w problemie CSP)
Dany jest problem C'SP = (X, D, C), gdzie:
X = {x1, 22}
Dy =Dy ={-3,-2,-1,0,1,2,3}
C = {2? - 22 = 36}
W podanym problemie wystgpuje jedna symetria zmiennych o, oraz trzy symetrie wartosci

01,02,03.

r1 T2
o= (1 77)
T To X1

S:(l’l%dl,IQ(—dQ), C:{d%dg:36}
0.(8) = (w94 dy, 21+ dp), C = {d% - &3 = 36}

4 Nie nalezy w tym miejscu wyciagaé¢ wniosku, ze wykorzystanie symetrii przynosi efekty tylko w przypadku
probleméw, ktére nie maja rozwiazan. Nawet jesli rozwiazanie istnieje, symetria moze wskazaé fragmenty drzewa

przeszukiwan, ktére moga by¢ pominigte przy szukaniu rozwigzania
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o= (3 )
s=(z; 1), C ={1? 2% =36}
o1(s) = (11 +—1), C = {(-1)?- 232 = 36}

o2 = (4 3)
s=(x1+2), C ={2? 2% =36}
o1(s)=(z1+ —2), C = {(-2)? - 22 = 36}

5= (3 )
s= (11 < 3), C = {3 22 =236}
o1(s) = (11 + =3), C = {(-3)?- 22 = 36}

W pracy [80] pokazano, ze w przypadku problemu izomorfizmu grafu GG z podgrafem grafu
G', symetrie zmiennych sa automorfizmami grafu G i nie zaleza od G’, natomiast symetrie
wartosci sa automorfizmami grafu G’ i nie zaleza od G. Autorzy tej pracy proponuja, aby
symetrie wlaczy¢ do ograniczen problemu CSP, dzigki czemu odcigcia drzewa przeszukiwan
beda nastgpowaty szybciej. W przypadku symetrii zmiennych procedura jest nastgpujaca:
1. Znajdz wszystkie nietrywialne automorfizmy grafu G.
2. Dla kazdego automorfizmu o utwoérz ograniczenie s < o(s) i dodaj je do zbioru C.
Odnajdywanie wszystkich automorfizméw grafu G moze by¢ czasochtonne, zatem
proponowane przez autora niniejszej rozprawy rozwigzanie korzysta jedynie ze szczegdlnego
przypadku automorfizmu - symetrii, ktéra ze wzgledu na sposéb dziatania algorytméw UG M

i UFC jest tatwa do zidentyfikowania (szczegdty w rozdziale 5.3.10).

Definicja 5.3. (wierzchotki parami symetryczne)

W grafie G(V = {vy,...,v,}, E) wierzchotki

L=(vi1, Vi2, . . . Vig), Vi1 < V2 < ... < U, S parami symetryczne do wierzchotkéw
R=(vj1,vj2, ... vjr), vj1 > Vi1, Vj2 > Vig, ..., Vjg > Vi

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm o grafu G taki, ze
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Xi= 1 X2~ X~ X~ 5™
Xv1=4I Xv2= v3=3 v4=5 Xv5=
Xv1=1 Xv2=5 Xv3= Xv4= Xv5=
X,= X, =5 X,=3 X ,=4 X, = e
— X, X,= X = X,=5 X = ..
Xv1 = Xv2= Xv3= Xv4= Xv5=
o X, = X, =5 X 3= X = X, o=
Dziedzina: X, = XV2=2 X~ XV4=5 X~ oo
= X,z X~ X~ X~ X~
D1 = D3: {1 ,2,3} — Xv1=3 Xv2= Xv3= Xv4=5 Xv5=
D,=D,={4,5) X3 xS L
D,={...}(nieistotna) —= x =3  x =5 X 5= X4~ Xy -

Rysunek 5.4. Izomorfizm podgrafu w przypadku symetrycznych wierzchotkéw.  Niepotrzebne

przyporzadkowania zaznaczono strzatka.

o(vj2) =vig AL A

o(vjk) = vik, A

o(v;) = v Vig (v insmin gt gz i}

Innymi stowy, jeSli zamienimy parami wierzchotki v;1 z vj1, vi2 Z Vjo, ..., Uik Z Vjg,
uzyskany graf bedzie identyczny z GG. Ciag wierzchotkéw L nazywamy lewa strong symetrii,

a ciag wierzchotkéw R - prawg strong symetrii. Symetri¢ oznaczamy jako S = (L, R)

Na rysunku 5.3 wierzchotek 1 jest parami symetryczny do wierzchotka 2, a na rysunku 5.4
wierzchotki (1,2) sa parami symetryczne do wierzchotkéw (3,4). Dla przyktadu z rysunku 5.4
mozna przeprowadzi¢ podobne rozumowanie, jakie pokazano wczeSniej dla prostszego
przypadku pary symetrycznych wierzchotkéw. Jesli graf GG nie jest izomorficzny z zadnym
podgrafem grafu G’, to wszystkie przyporzadkowania pokazane na rysunku zostang
sprawdzone. Potowa z nich (zaznaczona na rysunku strzalka) jest jednak redundantna,
gdyz dla kazdej z nich istnieje przyporzadkowanie symetryczne. Na przyktad, gdyby
przyporzadkowanie x5 <2, x,.044, x,3 1, x,4<5 bylo poprawne, to poprawne
bylo by tez przyporzadkowanie symetryczne =z, <1, Ty24=5, Ty342, T4
Zatem algorytm z powrotami powinien rozpatrywa¢ tylko jedno wyrdznione
w pewien sposéb przyporzadkowanie 1 omija¢ wszystkie przyporzadkowania
symetryczne, na przyklad przyporzadkowania wigksze. Na rysunku 5.4 mamy jedna
symetri¢  o: 0(v1) =vs, 0(va) =1y, 0(v3) =1, 0(v4) = Vo, 0(V5) = V5. Zatem, jesli
S=(Typ1 ¢ 2, T2 4, Ty < 1, Tyg < 5), wtedy 0(8) = (Ty3 < 2, Tpg <4, Ty1 < 1, Ty <)

= (zy1 <1, Ty <5, T34 2, Ty < 4). W tym przypadku okazuje sig, ze s > o(s), zatem

100



przyporzadkowanie s mozna odrzucié. Autor tej rozprawy proponuje inne rozwiazanie, ktére
jest szczegdtowo opisane w nastgpnym rozdziale. Warunki s < o(s) zostaty przeksztatcone
do innej postaci i stuza nie tylko do okreslania redundantego przyporzadkowania, ale zostaja

wykorzystane do ograniczania dziedziny.

5.3.8. Wykorzystanie symetrii jako mechanizmu ograniczania dziedziny

Pomyst wykorzystania symetrii jako mechanizmu ograniczania dziedziny opiera si¢ na

zaproponowanym przez autora tej rozprawy twierdzeniu 5.1.

Twierdzenie 5.1. (warunek wystarczajqcy nieredundancji przyporzadkowania w przypadku
symetrii zmiennych)
Jesli wierzchotki L = (v;1, v, ...v) grafu G sa parami symetryczne do wierzchotkéw
R=(vj1,vj2,...v;;) grafu G, wtedy przyporzadkowania zawierajace zmienne z,,, i Ty
spetniajace warunek

Ty < Ty 5.1

sa nieredundantne z odpowiadajacymi im przyporzadkowaniami symetrycznymi.

Dowdéd. Wg definicji 5.3 symetria S = (L, R) w grafie G o n wierzchotkach vy ... v, jest

permutacja o :

Vi1 < Vg < ... < Vi,

Vi1 < Vi1, Viz < Vj2, « ..y Vi < Vjg

Na mocy tej samej definicji permutacja o jest tez automorfizmem grafu GG, zatem jesli s jest
dowolnym przyporzadkowaniem, w ktérym biora udzial zmienne z,,, oraz z,,, to o(s) jest
przyporzadkowaniem symetrycznym. Na poczatek przyjmijmy, ze s jest przyporzadkowaniem

zawierajacym wszystkie zmienne, czyli
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§ = (L1, To2s - Ty Ty -+ s Tuggs - - Loy - - - Top)s
0(8) = (X1, Tu2s -+ Ty, Tujyy e ooy Ty - - Tugys - - - Tum )

o(o(s)) = s.

Dla danej symetrii o istnieja tylko 2 symetryczne przyporzadkowania: s i o(s). Jedno
z nich jest redundantne. Zalézmy, ze przyporzadkowanie wigksze jest redundantne. Mamy

wigc warunek nieredundancji s < o(s). Po podstawieniu

(Tols Tu2y -+ Tugys Tugs oy Tugs -+ Ty - Tom) <
(To1, Ty Ty Tujys s Ty -+ - Ty - - Tom)s

stad w,; < Ty,

Przedstawione powyzej rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla przyporzadowan

zawierajacych dowolny podzbiér zmiennych, zawierajacy x,,, oraz x.,, . O]

Twierdzenie 5.1 moze by¢ wykorzystane do ograniczania dziedziny w nastgpujacy
sposob. W chwili, gdy zmienna, powiedzmy z,.,,, zostaje wybrana do przyporzadkowania,
rozpatrywane sg wszystkie symetrie S = (L, R), w ktérych wierzchotek v, wystepuje jako
pierwszy element ciggu L lub ciagu R, czyli veyr = vi1 lub vey = vj1. W zaleznoSci od
tego, czZy v, nalezy do L czy do R warunkiem nieredudancji przyprzadkowania jest albo
Tygyy < Ty, albo x,,, < 1y, Dziedzing zmiennej x,,,, mozna zatem ograniczy¢ do wartosci,
ktoére spetniaja dany warunek nieredundancji. Dla kazdej symetrii, w ktorej wierzchotek
Veur WYStepuje jako pierwszy element ciagu L lub ciagu R wyznacza si¢ wartoS¢ minimalna
pierwszego elementu lewej strony minl, oraz warto§¢ maksymalng pierwszego elementu
prawej strony marR w nastepujacy sposob. JesSli zmienna x,, ma przyporzadkowanie,
wtedy minL = z,,. W przeciwnym przypadku za minL przyjmuje si¢ najmniejsza
wartos$¢ z dziedziny zmiennej x,,,, czyli minL = min(D,,,). Analogicznie postgpujemy dla
prawej strony symetrii. Jesli zmienna x,, ma przyporzadkowanie, wtedy marR = ;.
W przeciwnym przypadku za max R przyjmuje si¢ najwigksza warto$¢ z dziedziny zmiennej
Ty,,, czylimaz R = max(D,,, ). Po wyznaczeniu min L i max R dla danej symetrii S nastepuje

ograniczenie dziedziny zmiennej z,, . (czyli D, ). Dziedzina zostaje ograniczona w trzech

przypadkach:
— minL > mazR N\ (Veur € LV Veyr € R):

Warunek z twierdzenia 5.1 nie moze zosta¢ spetniony. Dziedzina zostaje ograniczona do
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zbioru pustego. Pozostate symetrie nie musza by¢ sprawdzane.

D, <+

— minL < maxR N vy, € L:
Warunek z twierdzenia 5.1 bedzie spetniony tylko w przypadku, gdy z,.,. < mazR.
Dziedzina D

D

zostaje ograniczona z goéry do wartosci maxr R — 1.

Veur

Veur — [min(Dvcur)7 min(ma’aj(Dvcu'r)? ma’xR - 1)]

— manL < marR A Vg, € R:
Warunek z twierdzenia 5.1 bedzie spetniony tylko w przypadku, gdy x,.,. > minL.
Dziedzina D
D

zostaje ograniczona z dotu do wartosci minL + 1.

Veur

< [max(min(D,,,,), minL + 1), maz(D,,,, )]

Veur Veur

W pozostatych przypadkach D.,,. nie ulega zmianie. Przedstawiony sposéb wykorzystania
symetrii do ograniczania dziedziny szczegétowo przedstawia algorytm 5.28.

Powyzej rozpatrywane byly symetrie zmiennych, czyli symetrie Kkorzystajace
z automorfizméw grafu (. Symetrie wartoSci korzystaja natomiast z automorfizméw
grafu G'. Jesli w grafie G’ wierzchotki v} i vj, v] < v}, sa symetryczne i nie zostaly jeszcze
uzyte jako wartoS¢ przyporzadkowania, to danej zmiennej x nie trzeba przyporzadkowywac
wartosci vj, gdyz przyporzadkowanie x < v, jest symetryczne z rozpatrywanym wczesniej

przyporzadkowaniem x < v}.

Twierdzenie 5.2. (warunek wystarczajqcy redundancji przyporzadkowania w przypadku
symetrii wartosci)

Jesli do dziedziny danej zmiennej = naleza (migdzy innymi) dwa symetryczne do siebie
wierzchotki v} i vh, v] < v} to zaktadajac, ze algorytm rozwiazujacy C'S P przyporzadkowuje
wartos$ci w kolejnosci rosnacej, przyporzadkowanie x < v} jest redundantne z odpowiadajacym

mu przyporzadkowaniem symetrycznym x <— vj.

5.3.9. Powroty z przeskokami

Algorytm z przeskokami (ang. backjumping) jest rozwinigciem algorytmu z powrotami,
w ktérym po sprawdzeniu wszystkich mozliwych przyporzadkowan danej zmiennej, nastgpuje
powrdt nie do poprzednio rozpatrywanej zmiennej, ale bezpoSrednio do zmiennej, ktéra
byta przyczyna niepowodzenia przyporzadkowania. Pozwala to na uniknigcie serii
przyporzadkowan, o ktérych z géry wiadomo, ze nie beda poprawne. Na przyklad, zat6zmy,

ze znaleziono juz przyporzadkowanie dla zmiennych kolejno =i, x5, ..., z9, a biezaco
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Algorytm 5.28 variableSymmetryDomainLimitation(ve,,)

/* assert: L = (Uila Vi2y Uzk>R = (?}jl, Vj2, .- Ujk) */
for all S = (L, R) € Symmetries(G) do
if Veur 7é Vi1 N\ Ve 7é Uj1 then
continue;
end if
if z,,, ma przyporzadkowanie then
minl = x,,;
else
minL = min(D,,));
end if
if z,,, ma przyporzadkowanie then
maxrR = Ty
else
marR = mazx(D,,,))
end if
if minL > maxR then
D,,, < 0,
return ;
end if
if minL < maxR A vq,, € L then
D,,., < [min(D,,,.), min(max(D,,,.), maxR — 1)]
end if
if minL < maxR A vy, € R then
D.,,. + [max(min(D.,,,.), minL + 1), maz(D,,,,)]
end if
if D = () then
return
end if
end for

Veur

Algorytm 5.29 valueSymmetryRedundancyCheck(vey, v.,,,.)

forallv' € D v < v, do

cur

if v jest symetryczny z v/, then

Veur

return true; /x x, < v, . jest rozwigzaniem redundantnym x*/

end if
end for

return false; /* x,,, < v

cur

nie jest rozwigzaniem redundantnym x /
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rozpatrywang zmienna jest x1o. Okazuje si¢, ze zadne przyporzadkowanie zmiennej x1o nie
jest poprawne, ale w zbiorze C' nie ma zadnych ograniczen wiazacych zmienna xg i z1¢. Zatem
powr6t do zmiennej xq 1 przyporzadkowywanie jej innych wartoSci nie pozwoli na znalezienie
poprawnego przyporzadkowania zmiennej 1. Jedyna szansa na poprawne przyporzadkowanie
zmienne] x1o jest zmiana ostanio modyfikowanej zmiennej, ktéra wystgpuje razem z x1g
w zbiorze ograniczen. Algorytm z przeskokami dosy¢ trudno jest polaczy¢ z dynamiczna
kolejno$cia wyboru zmiennych oraz ze sprawdzaniem w przéd. Metody taczenia algorytmu
z przeskokami z innymi technikami zostaly szeroko omdéwione w [29]. Eksperymenty
prowadzone w ramach tej pracy pokazuja, ze w przypadku problemu izomorfizmu z podgrafem

nie wykazuje on przewagi nad algorytmem z powrotami.

5.3.10. Izomorfizm z podgrafem w kontekscie algorytmow UGM i U FC

W algorymach UGM i UFC wykonuje si¢ wiele testow na izomorfizm grafu G

z podgrafem grafu G'. W przypadku wyznaczania wsparcia, graf GG jest grafem kandydujacym,
a graf G’ jest grafem z wejSciowej bazy danych. W przypadku optymalizacji z wykorzystaniem
zbioru graféw nieczestych graf G jest grafem pochodzacym ze zbioru GN, a graf G’ jest
grafem kandydujacym. Zaréwno dany graf GG jak i dany graf G’ biora udzial w testach
na izomorfizm wielokrotnie. Warto wigc utrzymywaé razem z danym grafem pomocnicze
informacje wspierajace wykonywanie testow na izomorfizm, gdyz beda one uzywane wiele
razy. W proponowanej implementacji przechowywane sa dwie tego rodzaju struktury, dzigki
czemu nie jest konieczna ich kazdorazowa generacja:

— klasy réwnowaznos$ci wierzchotkéw - zgodnie z opisem w rozdziale 5.3.4 do jednej klasy
naleza wierzchotki o tej samej etykiecie i tym samym wielozbiorze deskryptoréw krawedzi
wychodzacych;

— symetrie wierzchotkéw - graf G jest reprezentowany jako zbiér sktadowych
spojnych wraz z krotnoSciami wystgpowania poszczegdlnych sktadowych G =
{(CGy,¢1), (CGa,ca),...,(CGy,c,)}. Jesli sktadowa spdjna C'G; wystepuje w grafie
wigcej niz jeden raz (¢; > 1), wtedy kolejne wystapienia tej sktadowej sa symetryczne.
Symetrie wystgpujace w ramach jednej sktadowej spdjnej réwniez bezposrednio przenosza
si¢ na wszystkie wystapienia tej sktadowe;j.

Eksperymenty pokazuja, ze przechowywanie wymienionych struktur danych, zamiast ich

kazdorazowego wyznaczenia zwigksza wydajnos$¢ algorytmu nawet o rzad wielkoSci.
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Kolejna informacja jaka niesie kontekst jest to, ze dany graf kandydujacy G zostat
utworzony przez dodanie jednej krawedzi do grafu czestego, czyli grafu, ktéry przeszedt
wystarczajaco duzo testow na izomorfizm z podgrafem. Pozwala to na wykorzystanie
informacji pochodzacych z tych testéw podczas rozpatrywania grafu G. Autor tej rozprawy
proponuje dwie niezalezne techniki dzialajace na tej zasadzie: przenoszenie poprawnego
rozwiazania i przenoszenie niepoprawnych przyporzadkowan. Obie te techniki wigza si¢
z dodaniem informacji do kazdej pary graféw (G,G’), dla ktérej test na izomorfizm grafu

G z podgrafem grafu G’ zakoniczyt si¢ sukcesem i G’ jest grafem z wejSciowej bazy grafow.

Przenoszenie poprawnego rozwiazania

Zatézmy, ze GG jest izomorficzny z pewnym podgrafem grafu G’. Odpowiedni test podat
rozwigzanie w postaci s = (x,1 < v,...,T,, < v,). Rozwiazanie s jest zgodnie
z definicja 2.16 jednym z zanurzen grafu G w G’. Jesli G jest grafem czgstym, to powstanie graf
kandydujacy G, poprzez dodanie jednej krawedzi do grafu GG. Jesli w zanurzeniu s mozliwe
jest dodanie tej krawedzi, wtedy mozna stwierdzié, ze graf (. jest izomorficzny z podgrafem
grafu G’ bez potrzeby wykonywania testu na izomorfizm. Graf G. moze powstac z grafu G na
trzy sposoby:

— dodanie krawedzi o etykiecie [e pomigedzy istniejace wierzcholki v; 1 v; (rys 5.5b);

Jezeli w grafie G’ istnieje krawedZ pomigedzy wierzchotkami z,; i z,; o etykiecie le, wtedy

graf G, jest izomorficzny z podgrafem grafu G. Rozwigzaniem tego izomorfizmu jest

s. = s. W przeciwnym przypadku nalezy przeprowadzi¢ osobny test.

— dodanie nowego wierzchotka v, 1 o etykiecie (v i krawedzi o etykiecie e pomigdzy
istniejacym wierzchotkiem v; a dodanym wierzchotkiem (rys 5.5¢);

Jezeli w grafie GG’ istnieje krawedz o etykiecie le wychodzaca z x,,; do pewnego wierzchotka

V' # o,k = 1...n o etykiecie [v, wtedy graf G, jest izomorficzny z podgrafem grafu G.

Rozwiazaniem tego izomorfizmu jest s, = s U (zyne1 < v'). W przeciwnym przypadku

nalezy przeprowadzi¢ osobny test.

— dodanie dwéch nowych wierzchotkéw (v,,1 o etykiecie lv; 1 v, o O etykiecie [vs)

i krawedzi o etykiecie [e pomigdzy nimi (rys 5.5d);

Jezeli w grafie G’ istnieja krawedZ o etykiecie le taczaca dwa wierzchotki v/, # x,, k =

l...niv, # xu,k = 1...n o etykietach odpowiednio lv; i lvy, wtedy graf G. jest

izomorficzny z podgrafem grafu G. Rozwigzaniem tego izomorfizmu jest
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Rysunek 5.5. Izomorfizm grafu G i jego rozszerzen G, G2, G.3 z podgrafem grafu G’. Zanurzenie

zostato zobrazowane za pomocy strzatek.

Se = S U (Tyny1 ¢ UL, Tynya < vp). W przeciwnym przypadku nalezy przeprowadzié

osobny test.

Przenoszenie poprawnego rozwiazania jest okrojonym przypadkiem przechowywania listy
zanurzen. Jak zostalo wspomniane, przechowywanie wszystkich zanurzen pozwala na
uniknigcie wykonywanie testéw na izomorfizm podgrafu, ale jest wymagajace pamigciowo
i obliczeniowo w przypadku graféw niespéjnych. W przypadku przenoszenia poprawnego
rozwiazania przechowywane jest tylko jedno zanurzenie, ale eksperymenty pokazuja, ze
prawdopodobienistwo, ze jest ono zawarte w rozszerzeniach jest w granicach 50%, a wigc

redukuje liczbe wykonywanych testow na izomorfizm z podgrafem o potowg.

Przenoszenie niepoprawnych przyporzadkowan

W czasie wykonywania testéw na izomorfizm z podgrafem moze si¢ okazac, ze niektére
przyporzadkowania z,; < v’ nie moga by¢ czg$cia poprawnego petnego rozwiazania. Jesli
uda si¢ stwierdzié¢, ze nie istnieje zanurzenie G w G’ w ktérym xz,; < ¢ mimo, ze
v € D,;, to takie przyporzadkowanie bgdzie niepoprawne we wszystkich rozszerzeniach
grafu GG oraz rozszerzeniach ich rozszerzen itd. Warto$¢ v" mozna wigc usunaé z dziedziny
D,; w kazdym z takich graféw. Wyszukiwanie wszystkich takich przyporzadkowan byloby
czasochtonne, ale niektére z nich mozna tatwo odnalez¢é w trakcie standardowego algorytmu
z powrotami. Zalézmy, ze algorytm z powrotami wybiera do przyporzadkowan kolejno
ZMIENNE Ty1, T2, - - -, L. WsZystkie nieudane przyporzadkowania pierwszej zmiennej (1)
na pewno nie sa czgscia pelnego poprawnego rozwiazania, gdyz dla x,; zostaly sprawdzone
wszystkie kombinacje przyporzadkowan pozostatych zmiennych. Poza tym, jesli |[D,,| = 1,

wtedy wszystkie nieudane przyporzadkowania drugiej zmiennej (z,2) réwniez nie sg czgscia
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petnego poprawnego rozwiazania itd. Jako przykltady niepoprawnych przyporzadkowan
przenoszone sa niepoprawne przyporzadkowania pierwsze] wybranej zmiennej oraz
niepoprawne przyporzadkowania kolejnych wybranych zmiennych pod warunkiem, ze
dziedziny wczesniej wybieranych zmiennych mialy liczno$¢ jeden, a jest to bardzo
prawdopodobne, gdyz najlepsza heurystyka wyboru zmiennej jest ta wybierajaca zmienng
o najmniej licznej dziedzinie. Eksperymenty pokazuja, ze liczba znalezionych niepoprawnych
przyporzadkowan jest bardzo duza, ale niekoniecznie wplywaja one na efektywnos$é
algorytmu, dlatego warto ograniczy¢ przenoszenie niepoprawnych przyporzadkowan tylko
do nietrywialnych przypadkéw. Za nietrywialne niepoprawne przyporzadkowania zostaja
uznane te niepoprawne przyporzadkowania, ktérych znalezienie wymagato liczby powrotéw

algorytmu przekraczajacej okreslony prég min_wrong_backtracks.

5.4. Algorytm izomorfizmu z podgrafem

Algorytm 5.30 przedstawia petne rozwigzanie problemu izomorfizmu grafu G z podgrafem
grafu G’ wraz z przedstawionymi optymalizacjami. Na poczatku algorytmu sprawdzane sa trzy
proste warunki, pozwalajace natychmiast podac rozwiazanie:

— jesli graf G nie posiada wierzchotkéw, wtedy G jest izomorficzny z podgrafem grafu G’
1 algorytm si¢ konczy,

— jesli graf G zawiera wigcej wierzchotkow niz graf G, wtedy graf G nie jest izomorficzny
z podgrafem graf G’ i algorytm si¢ konczy,

— jesli rozmiar najwigkszej sktadowej spdjnej grafu G jest wigkszy pod wzgledem liczby
wierzchotkéw niz rozmiar najwigkszej sktadowej spéjnej grafu G’, wtedy G nie jest
izomorficzny z podgrafem grafu G’ i algorytm si¢ koriczy.

Nastepnie algorytm wykonuje procedurg initializeLegalV alues, ktérej celem jest
ograniczenie dziedziny oraz jednoczes$nie sprawdzenie jej spdjnosci, zgodnie z opisem
w rozdziatach 5.3.1 i 5.3.4. Jedli dziedzina okaze si¢ niespdjna, wtedy graf GG nie jest
izomorficzny z podgrafem grafu G’ i algorytm si¢ koriczy.

Nastgpnym krokiem jest ograniczanie dziedziny z pomoca algorytmu AC3. Potem
wykorzystywany jest mechanizm przenoszenia poprawnego rozwiazania opisany w rozdziale

5.3.10: jesli graf G powstat z grafu G,,., przez dodanie jednej krawedzi i w zanurzeniu
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Algorytm 5.30 subgraphlsomorphism(G,G’)
/* assert: V jest zbiorem wierzchotkéw grafu G; V' jest zbiorem wierzchotkéw grafu G’ /

if IVI=0 then
return true;
end if
if IVI > 1V’| then
return false;
end if
if rozmiar najwigkszej sktadowej spdjnej grafu GG jest wigkszy niz rozmiar najwigkszej
sktadowej sp6jnej grafu G’ then
return false;
end if
if initializeLegal Values(G, G') = false then
return false;
end if
AC_3(); /* opcjonalnie x/
if G powstat z grafu G,,., przez dodanie jednej krawedzi i w zanurzeniu grafu G,
w grafie G’ mozliwe jest dodanie tej krawedzi (patrz rozdziat 5.3.10) then
return true;
end if;
X < zbi6r o licznosci |V| zawieracy zmienne bez przyporzadkowania;
return recursiveBactracking(X, G, G"); /* lub backjumping(X, G, G"), dla wersji
z przeskokami x/

grafu G, W grafie G’ mozliwe jest dodanie tej krawedzi, wtedy graf G jest izomorficzny
z podgrafem grafu G’ i algorytm si¢ koriczy.

Dopiero po tych krokach nastgpuje przeszukiwanie przestrzeni rozwigzan za
pomoca algorytmu z powrotami (funkcja recursiveBacktracking) lub z przeskokami
(funkcja backjumping).  Procedura recursiveBactracking(X,G,G") rozpoczyna sig¢
sprawdzeniem warunku zakonczenia rekurencji: jezeli wszystkie zmienne ze zbioru X
maja przyporzadkowanie, wtedy funkcja zwraca wartos¢ prawdy, co oznacza, ze graf G
jest izomorficzny z podgrafem grafu G’. W przeciwnym wypadku wybierana jest zmienna
Ty, do przyporzadkowania wediug ustalonej heurystyki. Dziedzina wybranej zmiennej
jest nastgpnie ograniczana za pomoca mechanizmu wykorzystania symetrii zmiennych
(funkcja variableSymmetryDomainLimitation). Do zmiennej x,. . przyporzadkowuje
si¢ nastgpnie kolejne wartosci z tak ograniczonej dziedziny. Po kazdym przyporzadkowaniu
nastepuje ograniczenie dziedziny za pomoca sprawdzania w przod i1 ponownie wywotuje
si¢ procedure recursiveBactracking(X,G,G"). Jesli wywotanie zakoriczy si¢ wartoscia

prawdy, wtedy biezace wywotanie takze zwraca warto$¢ prawdy. W przeciwnym przypadku
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przyporzadkowanie zmiennej z,,, zostaje anulowane. Jezeli przyporzadkowanie nie
powiedzie si¢ dla kazdej wartoSci z dziedziny, wtedy dziedzina zmiennej x,., Zzostaje
przywrécona do stanu sprzed ograniczania dziedziny i funkcja zwraca wartos¢ fatszu.
Procedura backjumping(X,G,G") jest podobna do recursiveBactracking(X,G,G")
z ta roznica, ze nie jest wykonywana rekurencyjnie. Dodatkowo dla kazdej zmiennej z,
utrzymywany jest ciag P, zawierajacy zmienne, ktérych przyporzadkowanie powoduje zmiang
dziedziny zmiennej x,. Ciag P, uaktualniany jest po kazdym ograniczaniu dziedziny i uzywany
jest pézniej do wykonywania przeskokéw - w przypadku niepowodzenia przyporzadkowania

biezacej zmiennej x,,,,. nastepuje powrdt do ostatniej zmiennej dodanej do P, ., a nie do

cur?

ostatnio rozpatrywanej zmiennej, jak to ma miejsce w algorytmie z powrotami.

Algorytm 5.31 recursiveBactracking(X, G, G')
/* assert: V' jest zbiorm wierzchotkéw grafu G x/

if wszystkie zmienne z X maja przyporzadkowanie then
return true;
end if
Ueur <— Wybierz wierzchotek z V' taki, ze x,,,,, nie ma przyporzadkowania;
variable Symmetry Domain Limitation(ve,,);

forallv' € D, . do
if valueSymmetry RedundancyCheck(ve,,,v') then
continue;
end if

przyporzadkuj z,, < v';
ogranicz wszystkie dziedziny za pomoca sprawdzania w przdd (patrz rozdziat 5.3.3)
1 opcjonalnie AC_3;
if recursiveBactracking() then
return true;
else
Anulyj przyporzadkowanie x,,, < v';
Przywr6¢ stan wszystkich dziedzin do stanu sprzed sprawdzania w przéd;
Dodaj przyporzadkowanie x,_, < v’ do listy niepoprawnych przyporzadkowan, pod
warunkiem, ze spelnione sa warunki z rozdziatu 5.3.10
end if
end for
Przywr6¢ stan dziedziny D, do stanu sprzed wywotania
variable SymmetryDomain Limitation;
return false;

110



Algorytm 5.32 backjumping(X, G, G")

Veur _]-7
v — —1;
P, + () dlakazdegov € V
while ¢rue do
if v, = —1 then
if wszystkie zmienne z X maja przyporzadkowanie then
return true;
end if
Veur <— Wybierz wierzchotek z V' taki, ze x,_,, nie ma przyporzadkowania;
variableSymmetry Domain Limitation(vey, )
end if
if | D,,,.| > 0 then
v' < pierwsza warto$¢ v, z D, wigksza od v’ i spetniajaca warunek
valueSymmetry RedundancyCheck(Vey,, v));

else

v —1;
end if
if v/ > 0 then

przyporzadkuj z,, , <+ v';
ogranicz wszystkie dziedziny za pomoca sprawdzania w przdd (patrz rozdziat 5.3.3)
i opcjonalnie AC_3;
dla kazdej zmodyfikowanej dziedziny D, # D
Veur < _17
continue;
else
if P,_, = () then
return false;
end if
Pimp < P,
Veur <— Ostatnia warto$¢ dodana do P,
Pvcm < Pvcur U Ptmp — Vcur;
anuluj wszystkie przyporzadkowania zmiennych, ktore nastapity po
przyporzadkowaniu z,, . wlacznie;
przywrd¢ stan wszystkich dziedzin do stanu sprzed przyporzadkowania zmiennej ., ;
end if

end while

wykonaj P, < P, U vcy;

Veur

cur)
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5.5. Algorytm izomorfizmu grafow

Rozwiazanie problemu izomorfizmu graféw G i G’ mozna rozwiazan analogicznymi
metodami jak w przypadku izomorfizmu podgrafu. Nalezy jedynie pamigtaé, ze
w przypadku izomorfizmu rozwiazanie musi by¢ bijekcja. Modyfikacji musi ulec tylko
czeS¢ odpowiedzialna za ograniczanie dziedziny. W 5.3.1 zostaly przedstawione trzy warunki
jakie musza spetniaé wierzchotki grafu G’, aby mogly naleze¢ do dziedziny zmiennych
reprezentujacych wierzchotki grafu G. W przypadku izomorfizmu grafu warunek zgodnosci
etykiet pozostaje taki sam, natomiast warunki zgodnosci sasiadujacych krawedzi oraz stopnia
sasiadujacych wierzchotkéw wymagaja zmiany. Dla problemu izomorfizmu graféw G i G’
wszystkie warunki wygladaja nastgpujaco:

Do dziedziny zmiennej x,, naleza tylko te wartosci v, ktére spetniaja nastgpujace warunki:
— zgodnos¢ etykiet: (bl(v) = Ibl'(v'); etykieta wierzchotka v jest taka sama jak etykieta

wierzchotka v'.

— zgodnos$¢  sasiadujacych krawedzi: dbijekcja f:  N,(v) — N,(v') taka, ze
Voien, ) 0l(v;) = WI(f(v;)) A Ibl(e={v,v;}) = [bl(e' ={v', f(v;)}, gdzie N, (i) jest
zbiorem wierzchotkow sasiadujacych z wierzchotkiem ¢. Warunek ten jest rOwnowazny
nastgpujacemu: wielozbiér deskryptoréw krawedzi zawierajacych wierzchotek v musi byé
réwny wielozbiorowi deskryptorow krawedzi zawierajacych wierzchotek v'.

— zgodnos¢ stopnia wierzchotkéw sasiadujacych: Fbijekcja f: N,(v) — N,(v') taka, ze
VoeNy () 10L(v;) = IbL(f(vs)) Albl(e={v,v;}) = Ibl(e' = {2, f(vi)}) Ad(v) =d(v'), gdzie
N, (i) jest zbiorem wierzchotkéw sasiadujacych z wierzchotkiem 7. Jest to zaostrzenie
warunku poprzedniego o warunek stopnia wierzchotkow. Stopnie wierzchotkéw
z otoczenia wierzchotka v musza by¢ rowne stopniom odpowiadajacym im wierzchotkom

z otoczenia wierzchotka v’.

W zwiazku ze zmiang warunkéw odpowiedniej modyfikacji musi ulec takze algorytm 5.27.
Linie 17-33 w algorytmie 5.27 musza by¢ zastgpione kodem pokazanym w algorytmie 5.33.

Dodatkowo, w przypadku problemu izomorfizmu grafu, istnieje wigcej warunkow
koniecznych na istnienie izomorfizmu niz w przypadku izomorfizmu podgrafu. W grafach
G i G’ musi si¢ zgadzac liczba wierzchotkéw, krawedzi i sktadowych spdjnych. Poniewaz
dla kazdego grafu mamy reprezentacj¢ krotnoSciowa jego sktadowych spdjnych G =

{(CG1,¢1), (CGy,ca),...,(CG,,c,)}, problem izomorfizmu graféw mozna wykonywac
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Algorytm 5.33 Linie 17-33 funkcji InitiateLegal Values w przypadku izomorfizmu grafu
if [bl(e'.e) = [bl(e.€) then /x zgodnos¢ sasiadujacych krawedzi /
if [bl(¢'.v) = [bl(e.v) then
if d(¢’.v) = d(e.v) then /* zgodnos¢ stopnia sasiadujacych wierzchotkéw x*/
continue loop;
end if
else
found < false;
break loop;
end if
else
found < false;
break loop;
end if

niezaleznie dla sktadowych spdjnych. Grafy G = {(CGy,¢1),(CGa,ca),...,(CGp,cn)}
iG' ={(CG, ), (CGY, ), ..., (CG,c,)} saizomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
permutacja f : N — N taka, ze ¢; = c}(i) i graf C'G; jest izomorficzny z grafem CGj;).
Permutacj¢ f (lub stwierdzenie jej braku) mozna znaleZ¢ w czasie liniowym ze wzgledu na

liczbe sktadowych spéjnych®. Eksperymenty pokazuja, ze wykonanie kilku oddzielnych testéw

na izomorfizm graféw spdjnych jest szybsze niz jeden test na izomorfizm graféw niespéjnych.

5 traktujac problem izomorfizmu graféw C'G i CG’ jako operacje jednostkowa



6. Eksperymenty

6.1. Opis eksperymentow

Wszystkie eksperymenty zostaly wykonane z wykorzystaniem platformy ParMol [55].
Zaproponowane w pracy algorytmy UGM oraz U F'C zostaty zaimplementowane i wtaczone
do platformy ParMol. Autor niniejszej rozprawy rozszerzyt platforme Par M ol takze o opisane
w [77] rozszerzenie gSpanUnconnected algorytmu gSpan, pozwalajace na odkrywanie
czegstych graféw z uwzglednianiem niespdjnosci oraz opisany w rozdziale 4.2.1 algorytm
UgmOnVirtual. Lacznie zostalo przetestowanych osiem algorytméw: cztery algorytmy
odkrywajace czeste grafy spojne (¢9Span, MoFa, Gaston, F'F'SM) oraz cztery algorytmy
odkrywajace wszystkie czeste grafy (UGM, UFC, gSpanUnconnected, UgmOnVirtual).
Za wejsciowe zbiory graféw postuzyly chemiczne zbiory danych NCI', PTC? oraz
MUTAG?®. Tabele 6.1-6.4 przedstawiaja charakterystyke danych wejsciowych, na ktéra
sktada si¢ liczba graféw w zbiorze, Srednia liczba wierzchotkéw w grafie, Srednia liczba
krawedzi w grafie, liczba unikalnych deskryptoréw krawedzi w catym zbiorze graféw oraz
Srednia liczba unikalnych deskryptoréw krawedzi w grafie. Zbiéor MUTAG sktada si¢ ze 188
zwiazkow chemicznych o dziataniu mutagennym na bakterie z grupy Salmonella typhimurium.
Kolekcja NCI sktada si¢ ze zwigzkéw chemicznych majacych dzialanie antynowotworowe,
pogrupowanych wedtug rodzaju komoérek na 73 zbiory . Kolekcja PTC sktada si¢ z czterech
zbior6w zawierajacych zwiazki o dziataniu rakotwdérczym dla szczuréw (zbiory FR i MR) oraz
myszy (zbiory FM 1 MM).

Kazdy algorytm zostal uruchomiony na kazdym zbiorze danych z kilkoma warto$ciami
progu minimalnego wsparcia. Zakres wsparcia byl wybierany tak, aby czas wykonania jednego
algorytmu zawieral si¢ w przedziale od kilku sekund do kilku godzin. Dla kazdego wykonania
algorytmu zbierane byly nastepujace wskazniki: taczny czas wykonania oraz zbiér odkrytych
graféw czgstych, a dla algorytméw UG M i U F'C' dodatkowo: czasy dziatania poszczegdlnych
1 http://cactus.nci.nih.gov/ncidb2/download.html

2 http://www.predictive-toxicology.org/ptc/
3 ftp://ftp.ics.uci.edu/pub/baldig/learning/mutag/INFO.txt
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faz algorytméw, liczba wykonanych testow na izomorfizm grafu i podgrafu w ré6znych fazach

algorytmu a takze rozmiar zbioréw GN i NKR.

6.2. Liczba spdjnych graféw czestych i liczba wszystkich graféw czestych

Tabele 6.5-6.8 przedstawiaja liczbe czestych graféw spdjnych (kolumna czeste grafy
spojne) oraz liczbg wszystkich czgstych graféw (kolumna wszystkie czeste grafy) dla r6znych
wartoSci progu minimalnego wsparcia. Fragment tych danych zostal tez zobrazowany na
wykresie 6.1. Z przedstawionych danych wynikaja dwa podstawowe wnioski:

— Liczba wszystkich czestych graféw jest od jednego do kilku rzgdéw wielkosSci wigksza niz
liczba czgstych grafow spdjnych.

— Stosunek liczby czgstych graféw spdjnych do liczby wszystkich czestych graféw maleje
wraz ze zmniejszajacym si¢ progiem minimalnego wsparcia. Na przyktad w zbiorach
z kolekcji NCT dla wsparcia na poziomie 30% czgste grafy spéjne stanowia okoto 10%
wszystkich graféw czestych, a dla wsparcia 10% - juz tylko 1%.

— Przedziat wartoSci progu minimalnego wsparcia, dla ktérych proces odkrywania graféw
czestych konczy si¢ w zatozonym czasie, zalezy w duzym stopniu od charakteru danych
wejsciowych. Dla zbioréw z kolekcji PT'C' warto§¢ minimalnego wsparcia zawierata si¢
w przedziale 2%-10%, dla zbioréw z kolekcji NCT - 10%-30%, zas dla zbioru MUT AG
- 30%-50%. W kazdym z trzech przypadkéw liczba odkrytych graféw czestych byta

zblizona.
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zbidr graféw | liczba  Srednialiczba  $rednialiczba  liczba réznych  Srednia liczba
graféw  wierzchotkéw krawedzi  deskryptoréw  deskryptoréw
mutag_188 188 17,93 19,79 18 5,04

Tabela 6.1. Wtasnosci zbioru graféow MUTAG.

zbidr graféw liczba  $rednia liczba $rednia liczba liczba réznych  $rednia liczba

graféw  wierzchotkéw krawedzi  deskryptoréw  deskryptoréw
786_0 3506 22,95 24,74 131 5,24
A498 3480 23,15 24,96 129 5,25
A549_ATCC 3734 23,02 24,83 137 5,25
ACHN 3531 22,97 24,76 130 5,24
BT_549 2778 23,27 25,1 109 5,28
CAKI_1 3580 22,98 24,79 133 5,25
CCRF_CEM 3480 23,18 24,99 129 5,24
COLO_205 3645 23,15 24,95 130 5,24
DLD_1 1222 24,62 26,54 97 5,26
DMS_114 1243 24,77 26,71 96 5,26
DMS_273 1181 24,89 26,85 95 5,26
DU_145 2945 23,13 24,95 113 5,26
EKVX 3681 23,11 2491 137 5,25
HCC_2998 3177 23,5 25,36 123 52
HCT_116 3723 23,02 24,81 137 5,24
HCT_15 3731 23,0 24,79 136 5,25
HL_60_TB 3386 23,2 25,02 133 5,25
HOP_18 1041 25,19 27,16 92 5,27
HOP_62 3628 23,02 24,79 135 5,26
HOP_92 3503 23,23 25,06 132 5,27
HS_578T 2870 23,11 24,93 112 5,27
HT29 3712 23,07 24,86 137 5,25
IGROV1 3690 23,13 24,93 136 5,25
KM12 3705 23,08 24,89 134 5,25
KM20L2 1209 24,84 26,79 97 5,27
K_562 3618 23,02 24,8 133 5,25
LOX_IMVI 3603 22,9 24,68 134 5,22
LXFL_529 863 24,54 26,49 85 5,26
M14 3551 22,96 24,76 132 5,24
M19_MEL 1234 24,87 26,83 97 5,27
MALME_3M 3507 23,0 24,78 132 5,24
MCF7 3039 23,15 24,95 114 5,25

Tabela 6.2. Wtasnosci zbioréow graféw z kolekcji NCI. Czes¢ 1 z 2.
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zbior graféw liczba §rednia liczba §rednialiczba liczba réznych  $rednia liczba

graféw  wierzchotkéw krawedzi  deskryptoréw  deskryptoréw
MDA_MB_231 2948 23,11 24,92 112 5,26
MDA_MB_435 2981 23,07 24,88 109 5,26
MDA_N 2962 23,06 24,87 112 5,26
MOLT_4 3534 23,23 25,04 130 5,24
NCI_ADR_RES 3111 22,96 24,74 116 5,27
NCI_H226 3464 23,05 24,86 132 5,24
NCI_H23 3719 23,0 24.8 137 5,25
NCI_H322M 3690 23,02 24,81 135 5,24
NCI_H460 3599 22,98 24,77 136 5,22
NCI_H522 3573 23,17 24,98 135 5,25
OVCAR_3 3691 23,07 24,87 136 5,26
OVCAR 4 3582 23,07 24,88 133 5,25
OVCAR_5 3670 23,17 24,98 136 5,25
OVCAR_8 3714 23,05 24,85 137 5,25
P388_ADR 455 26,41 28,42 54 5,34
P388 463 27,08 29,13 54 5,37
PC_3 2982 23,04 24,85 112 5,27
RPMI_8226 3564 23,07 24,87 133 5,27
RXF_393 3401 22,87 24,64 134 5,27
RXF_631 665 25,42 27,47 65 5,23
SF_268 3721 23,11 2491 136 5,24
SF_295 3745 23,04 24,84 137 5,25
SF_539 3384 23,36 25,21 129 5,23
SK_MEL_28 3724 23,02 24,81 132 5,25
SK_MEL_2 3600 23,13 24,94 134 5,26
SK_MEL_5 3685 23,07 24,87 132 5,25
SK_OV_3 3503 23,2 25,01 131 5,24
SN12C 3682 23,01 24,81 137 5,24
SN12K1 468 26,93 28,98 54 5,37
SNB_19 3725 23,05 24,86 137 5,25
SNB_75 3490 23,23 25,04 134 5,24
SNB_78 1175 25,09 27,05 93 5,25
SR 3006 23,28 25,08 118 5,24
SW_620 3753 23,0 24,8 134 5,25
TK_10 3490 22,93 24,73 130 5,24
T_47D 2909 23,07 24,9 112 5,26
U251 3755 23,01 24,81 137 5,25
UACC_257 3681 23,14 24,95 132 5,24
UACC_62 3684 23,11 24,92 136 5,26
U0_31 3615 23,11 24,93 131 5,24
XF_498 1093 24,92 26,87 95 5,28

Tabela 6.3. WtasnoSci zbioréw graféw z kolekcji NCI. Czg§¢ 2 z 2.

zbidr graféw | liczba  Srednia liczba  Srednia liczba  liczba réznych — Srednia liczba

graféw  wierzchotkéw krawedzi  deskryptoréw  deskryptoréw
ptc_FM 349 14,09 14,46 49 4,13
ptc_FR 351 14,54 14,98 52 4,12
ptc_ MM 336 13,95 14,3 52 4,08
ptc_MR 344 14,27 14,67 49 4,05

Tabela 6.4. Wtasnosci zbioréw graféw z kolekcji PTC.
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czeste grafy spojne wszystkie czgste grafy
wsparcie [%] wsparcie [%]

zbiér gratéw | 50 40 30 20 50 40 30

mutag_188 432 661 2517 17172 | 3966 4893 31758

Tabela 6.5. Liczba czgstych graféw spdjnych oraz liczba wszystkich graféw czestych w zbiorze MUTAG
dla ré6znych progéw minimalnego wsparcia.

czeste grafy spdjne wszystkie czeste grafy
wsparcie [%] wsparcie [%]

zbior graféw 30 25 20 15 10 51 30 25 20 15 10
786_0 44 77 124 215 552 6115 | 388 895 2106 7340 54895
A498 45 79 121 224 554 6635 | 418 963 2238 8067 62778
A549_ATCC 43 76 121 213 547 375 871 2083 7332 56375
ACHN 44 75 122 213 545 5731 | 399 905 2104 7218

BT _549 44 80 128 223 617 7270 | 423 998 2333 8649 67316
CAKI_1 45 78 125 223 579 7455 | 385 913 2202 7896
CCRF_CEM 44 77 123 224 608 7084 | 383 907 2243 8309 69441
COLO_205 44 78 124 220 585 6832 | 385 922 2200 7949

DLD_1 49 91 126 289 838 463 1279 4230 26555
DMS_114 51 93 127 309 852 499 1323 4471 29029
DMS_273 52 93 134 314 922 498 1383 4984 33443

DU_145 45 79 127 223 586 6523 | 425 990 2293 8181

EKVX 44 77 122 218 561 6362 | 384 918 2163 7644
HCC_2998 45 81 125 242 675 401 994 2524 10610 105014
HCT_116 44 76 122 218 552 376 880 2100 7429 56490
HCT_15 43 77 118 215 545 6354 | 381 899 2098 7341 55114
HL_60_TB 44 77 121 226 586 7741 | 380 903 2210 8217

HOP_18 54 95 140 314 915 558 1565 5529 34426

HOP_62 43 76 123 206 530 372 870 2030 6941 51013
HOP_92 45 79 126 227 596 390 933 2260 8285 66645
HS_578T 46 79 126 222 579 5909 | 434 1020 2305 8111 56828
HT29 44 77 122 218 551 382 905 2132 7542

IGROV1 44 78 120 220 561 6605 | 380 910 2164 7650

KM12 44 78 117 218 558 6733 | 387 920 2124 7669 60584
KM20L2 54 94 134 311 892 12582 | 529 1410 4980 32381

K_562 44 76 124 214 538 376 878 2083 7140 54010
LOX_IMVI 44 77 119 221 558 380 901 2099 7609 59570
LXFL_529 56 87 137 314 89% 576 1502 4686

M14 44 76 124 213 546 5571 | 397 918 2104 7228 52577
M19_MEL 50 95 128 312 872 11453 | 508 1401 4710 29990
MALME_3M 43 77 122 213 547 357 835 2044 7088 55412
MCF7 47 79 128 225 569 419 979 2300 8347 61827
MDA _MB_231 |44 79 127 221 584 6291 | 418 976 2247 8077 58342
MDA_MB_435 | 44 80 126 220 584 6207 | 413 969 2232 7953 56843
MDA_N 45 79 127 219 582 408 959 2235 7950 57671
MOLT_4 45 77 125 222 595 380 919 2242 8258 67841
NCI_ADR _RES | 44 76 126 217 549 5475|378 870 2101 7024 46203
NCI_H226 44 77 124 224 579 383 886 2176 7888 65001

Tabela 6.6. Liczba czestych graféw spdjnych oraz liczba wszystkich graféw czestych w zbiorach
z kolekcji NCI dla réznych progéw minimalnego wsparcia. Czgs$¢ 1 z 2.
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czgste grafy spojne wszystkie czgste grafy

wsparcie [%] wsparcie [%]

zbiér gratéw | 30 25 20 15 10 5 30 25 20 15 10
NCI_H23 4 76 121 217 544 377 883 2085 7354 56305
NCI_H322M | 44 76 122 218 558 6151 384 905 2129 7463 56254
NCI_H460 4 77 116 215 538 397 917 2070 7474 58346
NCI_H522 36 53 100 154 363 255 535 1351 3746 18788
OVCAR_3 43 77 122 214 555 6088 379 890 2102 7357 55592
OVCAR_4 4 77 125 217 569 379 910 2149 7633 58237
OVCAR_S 45 78 123 220 560 6550 384 921 2198 7871 61579
OVCAR_8 4 77 120 216 543 386 916 2118 7402 55664
P388_ADR 78 115 197 429 1508 26945 | 1337 4365 21991 162342

P388 77 114 196 441 1561 1271 4364 21548 166316

PC_3 45 79 127 221 587 417 971 2263 8028 58612
RPMI_8226 |44 77 122 219 559 391 918 2169 7677 59761

RXF_393 42 75 122 183 518 4622 | 372 849 1970 6443 43802
RXF_631 7297 173 404 1241 18793 | 778 2158 9211 65101

SF_268 44 77 122 218 565 6512 | 389 915 2157 7685 59350
SF_295 43 77 122 218 558 6290 | 377 887 2112 7324 55707
SF_539 45 80 124 240 650 420 994 2396 9537

SK_MEL_28 | 44 77 121 216 551 380 898 2108 7360 56880

SK_ MEL 2 |45 78 124 223 567 6623 | 388 919 2212 8016 64584
SK_MEL 5 |44 77 121 217 564 6513 | 385 914 2143 7563 58280

SK_OV_3 45 79 120 227 593 390 929 2185 8100 65085
SN12C 4 75 121 214 538 381 899 2079 7309 54142
SN12K1 77 114 193 421 1498 1233 4058 19100 143787

SNB_19 43 77 122 215 553 6362 | 381 902 2122 7386 56869
SNB_75 44 78 119 223 586 7129 | 394 934 2240 8263 71223
SNB_78 53 94 132 312 900 12102 | 555 1488 5171 34366

SR 46 77 127 223 583 7253 | 419 986 2369 8751 72620
SW_620 44 76 121 216 544 382 899 2095 7352 55764
TK_10 44 77 122 214 550 6067 | 387 898 2082 7116

T_47D 45 78 128 224 587 425 999 2306 8221 58745
U251 43 77 121 217 548 6195 | 381 896 2104 7369 55033
UACC_257 4 77 124 218 567 6387 | 391 933 2195 7793 59956
UACC_62 44 77 121 218 563 386 918 2174 7681 59739
U0_31 44 77 122 217 565 7073 | 382 899 2127 7523 57230
XF_498 54 96 137 321 993 536 1499 5555 37885

Tabela 6.7. Liczba czegstych graféw spdjnych oraz liczba wszystkich graféw czestych w zbiorach
z kolekcji NCI dla réznych progéw minimalnego wsparcia. Czgs$¢ 2 z 2.

czeste grafy spéjne wszystkie czgste grafy
wsparcie [%] wsparcie [%]
zbidr graféw 10 5 4 3 2 10 5 4 3 2
ptc_FM 136 595 753 1599 12379 | 1548 11120 20290 71671 358325
ptc_FR 149 564 897 1471 9695 | 1764 10407 24087 60913
ptc_MM 117 492 763 1344 6465 | 1433 9571 23579 64913 325435
ptc_MR 129 602 875 2020 10838 | 1707 11475 21182 88256

Tabela 6.8. Liczba czestych graféw spdjnych oraz liczba wszystkich graféw czestych w zbiorach
z kolekcji PTC dla réznych progéw minimalnego wsparcia.
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Rysunek 6.1. Liczba graféw spéjnych oraz liczba wszystkich czgstych graféw w zbiorach graféow

PTC_FM, NCI_786_0 oraz MUTAG dla ré6znych warto$ci minimalnego wsparcia.

6.3. Poréwnianie wydajnosciowe algorytmoéw odkrywania grafow

czestych z uwzglednianiem niespdjnosci

Tabele 6.9-6.12 oraz wykres 6.2 przedstawiaja czasy wykonania algorytméw UGM, U F'C'
oraz gSpanUnconnected dla réznych wartoSci progu minimalnego wsparcia. Algorytm
UgmOnVirtual zakonczyt si¢ blgdem wyczerpania pamigci dla wszystkich badanych wartosci
progu minimalnego wsparcia, dlatego nie zostal umieszczony w tabelach. PdzZniejsze
testy wykazaty, ze algorytm UgmOnVirtual konczy si¢ powodzeniem jedynie dla bardzo
wysokich warto$ci minSup, czesto przekraczajacych nawet 90%, co czyni go bezuzytecznym
w wiekszoSci zastosowan.

Tabele 6.13-6.16 zawieraja procentowe zestawienie czaséw wykonania algorytméw U F'C
oraz gSpanUnconnected do czaséw wykonania algorytmu UG M. Analiza wynikéw pozwala

na wyciagnigcie nastgpujacych wnioskow:
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— Czas wykonania kazdego algorytmu rosnie bardzo szybko (szybciej niz wyktadniczo) wraz
ze zmniejszaniem progu minimalnego wsparcia.

— Algorytm UFC' jest w wigkszoSci przypadkéw najszybszy. Algorytm UGM jest do
kilkudziesigciu procent wolniejszy. Algorytm gSpanUnconnected jest o rzad wolniejszy
od algorytméw UGM i UFC.

— Im mniejsza warto$¢ progu minimalnego wsparcia, tym wigksza przewaga algorytmow
UGM i UFC nad algorytmem gSpanUnconnected. Dla duzych progéw wsparcia ta

przewaga jest kilkukrotna, a dla matych - kilkunastokrotna.

czas wykonania [s]
ugm ufc gspan unconnected
wsparcie [%] wsparcie [%] wsparcie [%]
zbiér graféw | 50 40 30|50 40 30| 50 40 30
mutag_188 16 21 481 | 19 27 465 | 242 335

Tabela 6.9. Czas odkrywania czestych graféw spdjnych i niespdjnych w zbiorze MUTAG za pomoca
algorytméw UG M, U FC oraz gSpanUnconnected.
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czas wykonania [s]
ugm ufc gspan unconnected
wsparcie [%] wsparcie [%] wsparcie [%]

zbidr graféw 30 25 20 15 10| 30 25 20 15 10| 30 25 20
786_0 19 35 83 310 4135 |19 35 73 250 2679 | 132 301 768
A498 19 37 88 340 5080 | 19 36 76 265 3310 | 149 333 841
A549_ATCC 20 36 85 323 4523 | 19 35 77 259 2992 | 137 311 806
ACHN 18 35 82 297 18 35 73 235 139 306 770
BT_549 16 31 72 297 4741 | 15 29 61 219 2766 | 120 274 663
CAKI_1 18 36 87 343 18 36 77 265 133 319 848
CCRF_CEM 20 47 89 361 5995 | 21 34 76 282 3980 | 131 307 796
COLO_205 19 38 89 356 19 36 79 281 137 330 843
DLD_1 12 22 79 96l 8 31 52 594 64 181 733
DMS_114 11 23 87 1097 8 16 55 647 70 189 786
DMS_273 9 23 99 1346 8 16 62 827 69 208 889
DU_145 19 34 78 293 18 31 64 217 126 294 715
EKVX 19 37 88 336 19 36 79 272 139 326 838
HCC_2998 18 36 95 477 11032 | 16 34 77 344 6618 | 128 320 858
HCT_116 18 35 86 326 4451 | 18 36 78 259 3014 | 136 317 807
HCT_15 19 36 86 325 4331 | 18 36 78 256 2875 | 138 323 821
HL_60_TB 18 34 84 349 16 33 72 258 128 301 790
HOP_18 9 24 90 1182 7 16 59 689 69 201 855
HOP_62 18 32 73 274 3588 | 18 35 74 232 2548 | 130 302 759
HOP_92 19 37 90 357 5569 | 18 36 79 280 3580 | 137 333 851
HS_578T 16 31 69 256 3248 | 16 31 64 203 2097 | 126 292 700
HT29 19 36 89 334 19 37 79 266 141 323 841
IGROV1 19 37 87 337 18 36 78 265 139 325 811
KM12 21 40 87 339 5090 | 19 37 78 266 3203 | 140 336 830
KM20L2 10 24 96 1298 8 17 61 798 72 208 873
K_562 18 35 82 301 4152 | 18 35 74 236 2645 | 133 310 768
LOX_IMVI 19 36 84 326 4871 | 18 35 74 252 3197 | 137 312 808
LXFL_529 8 17 58 6 12 35 57 158
Ml14 19 35 83 305 3815 | 18 36 74 235 2354 | 138 319 1350
M19_MEL 10 24 92 1126 8 17 59 694 71 204 1666
MALME_3M 17 33 78 295 4350 | 16 32 71 230 2844 | 121 274 1308
MCF7 17 33 79 311 4238 | 16 31 66 233 2628 | 125 294 1326
MDA_MB_231 | 17 32 76 284 3855 | 15 30 63 213 2335 | 127 288 1217
MDA_MB_435 |16 32 75 285 3747 | 16 31 64 213 2126 | 125 284 1217
MDA_N 16 32 75 284 3721 | 15 30 63 212 2314 | 120 280 1202
MOLT_4 18 36 90 360 5765 | 18 36 78 278 3720 | 134 319 1472
NCI_ADR_RES | 15 28 66 236 2408 | 15 29 62 195 1656 | 115 255 1172
NCI_H226 18 34 85 334 5473 | 17 33 73 259 3657 | 130 292 1392

Tabela 6.10. Czas odkrywania czgstych graféw spdjnych i niespdjnych w kolekcji NCI za pomoca
algorytméw UG M, U FC oraz gSpanUnconnected. Czg$¢ 1 z 2.
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czas wykonania [s]

ugm ufc gspan unconnected

wsparcie [%] wsparcie [%] wsparcie [%]
zbiér graféw | 30 25 20 15 10|30 25 20 15 10| 30 25 20
NCI_H23 18 36 86 328 4541 | 18 36 77 252 3005 | 139 318 1429

NCI_H322M | 19 37 86 327 4399 | 18 37 77 261 2871 | 138 322 1423
NCI_H460 19 36 85 312 4729 | 19 36 74 242 3065 | 140 321 1406
NCI_H522 11 19 42 115 657 | 12 20 43 107 506 | 79 165 713
OVCAR_3 19 36 86 322 4391 |19 36 77 255 2850 | 139 315 1404
OVCAR_S 19 37 90 348 5212 | 18 37 80 274 3375 | 139 326 1503
OVCAR_8 20 49 88 322 4314 |20 38 78 251 2725 | 141 332 1430

P388_ADR 13 48 483 10223 9 31 264 3376 107 396
P388 18 51 480 10953 9 31 264 3561 105 401
PC_3 17 33 76 286 3910 | 16 31 65 214 2277 | 125 287 1232
RPMI_8226 | 18 36 84 325 4675 |18 36 76 255 2910 | 138 321 1414
RXF_393 16 30 66 228 2629 | 17 31 65 194 1816 | 124 270 1177
RXF_631 9 23 121 2123 6 14 73 1157 62 191
SF_268 20 38 90 344 4815 | 19 38 80 275 3223 | 141 336 1477
SF_295 18 37 88 326 4452 |19 37 78 253 2950 | 139 318 1443
SF_539 19 38 95 426 18 36 79 312 144 341 1609

SK_MEL_28 | 19 36 86 323 4683 | 18 37 78 253 3080 | 140 320 1434
SK_MEL 2 |19 37 89 344 5402 | 18 36 77 270 3544 | 136 319 1449
SK_MEL_5 |20 37 &7 323 4718 | 18 36 78 261 3124 | 140 325 1465
SK_0OV_3 20 38 87 353 5329 |20 36 75 262 3381 | 136 315 1447

SN12C 18 36 85 321 4171 | 18 36 76 243 2609 | 135 321 1402
SN12K1 13 45 388 8792 8 28 232 3076 102 371

SNB_19 40 40 89 322 4543 119 37 78 262 3008 | 140 322 1431
SNB_75 39 36 88 355 6250 | 19 36 76 271 3969 | 134 319 1404
SNB_78 10 24 96 1329 8 17 62 809 73 217

SR 17 33 82 330 5904 | 16 32 67 241 3731 | 128 299 1348
SW_620 20 37 87 324 4448 | 19 37 79 255 3010 | 140 323 1436
TK_10 18 35 81 291 17 34 72 230 133 298 1310
T_47D 18 32 76 291 3771 | 16 31 63 213 2269 | 126 283 1242
U251 19 37 87 318 4324 |19 37 79 257 2918 | 141 322 1435

UACC_257 19 38 90 344 4922 | 19 38 80 270 3268 | 141 338 1489
UACC_62 23 41 93 339 4821 |20 38 79 265 3125 | 141 324 1476
U0_31 19 36 85 328 4655 |18 35 76 259 3078 | 137 314 1400
XF_498 11 24 109 1574 9 19 67 923 67 206 1988

Tabela 6.11. Czas odkrywania czgstych graféw spéjnych i niespéjnych w kolekcji NCI za pomoca
algorytméw UGM, U FC oraz gSpanUnconnected. Czg§¢ 2 z 2.

czas wykonania [s]

ugm ufc gspan unconnected
wsparcie [%] wsparcie [%] wsparcie [%]
zbidr graféw | 10 5 4 3 2110 5 4 3 2110 5 4
ptc_FM 5 28 62 510 7158 | 5 24 43 237 14603 | 52 366
ptc_FR 6 29 89 417 5 24 59 200 52 379
ptc_MM 4 24 77 444 5743 | 5 19 51 197 4757 | 46 337
ptc_MR 6 31 76 726 5 26 52 446 57 414

Tabela 6.12. Czas odkrywania czestych graféw spdjnych i niespdjnych w kolekcji PTC za pomoca
algorytmow UGM, U FC oraz gSpanUnconnected.
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stosunek czaséw wykonania

ufc/ugm gspan unconnected/ugm
wsparcie [%] wsparcie [%]
zbidr graféw 50 40 30 50 40 30
mutag_188 1,15 1,31 097 | 14770 16,25

Tabela 6.13. Stosunek czasu wykonania algorytmu UFC oraz gSpanUnconnected do czasu
wykonania algorytmu UG M dla zbioru MUTAG.

stosunek czaséw wykonania
ufc/ugm gspan unconnected/ugm
wsparcie [%] wsparcie [%]

zbidr graféw 30 25 20 15 10 30 25 20
786_0 09 099 088 0,81 0,65 ]| 681 850 9,22
A498 098 098 087 0,78 0,65 | 7,72 9,05 9,56
A549_ATCC 094 098 091 0,80 0,66 | 694 8,62 9,48
ACHN 0,99 1,00 0,89 0,79 7,55 8,69 9,40
BT_549 097 095 084 074 0,58 | 7,68 8,88 9,14
CAKI_1 0,97 1,00 0,89 0,77 7,27 8,93 9,77
CCRF_CEM 1,10 0,73 086 0,78 0,66 | 6,68 6,50 8,96
COLO_205 0,97 097 0,89 0,79 7,13 8,75 9,46
DLD_1 0,70 1,42 0,65 0,62 5,32 8,36 9,30
DMS_114 0,70 0,71 0,63 0,59 6,52 8,31 9,06
DMS_273 0,82 0,72 0,62 0,61 7,52 9,04 8,97
DU_145 096 091 0,82 0,74 6,72 8,75 9,11
EKVX 0,99 099 0,89 0,81 7,38 8,82 9,49
HCC_2998 0,89 093 081 0,72 0,60 | 7,07 8,86 9,02
HCT_116 098 1,03 090 0,79 0,68 | 7,38 9,00 9,36
HCT_15 094 099 09 0,79 0,66 | 7,08 8,85 9,51
HL_60_TB 091 095 086 0,74 7,14 8,77 9,39
HOP_18 0,77 0,68 0,65 0,58 7,28 8,51 9,47
HOP_62 1,00 1,07 1,01 0,85 0,71 | 7,34 9,31 10,41
HOP_92 095 098 087 079 0,64 | 7,13 9,12 9,42
HS_578T 097 1,00 093 0,80 0,65 ]| 7,89 947 10,15
HT29 0,99 1,01 0,89 0,80 7,33 8,90 9,51
IGROV1 0,96 098 090 0,78 7,29 8,78 9,30
KM12 091 092 089 0,79 0,63 | 6,73 832 9,51
KM20L2 0,80 0,70 0,64 0,61 7,36 8,74 9,06
K_562 099 1,00 091 0,78 0,64 | 7,31 8,288 9,37
LOX_IMVI 097 097 089 0,78 0,66 | 7,42 8,67 9,66
LXFL_529 0,82 0,69 0,61 745 9,07
M14 098 1,02 090 0,77 0,62 | 732 899 16,35
M19_MEL 0,80 0,70 0,63 0,62 7,06 8,42 18,04
MALME_3M 098 097 091 0,78 0,65 | 727 842 16,79
MCF7 095 093 083 0,75 0,62 | 747 8284 16,75
MDA_MB_231 | 0,93 094 084 0,75 0,61 | 7,70 9,02 16,10
MDA_MB_435 | 0,95 096 085 0,75 057|757 8,89 16,13
MDA_N 095 095 084 0,75 0,62 | 744 8284 15,93
MOLT_4 09 099 086 0,77 0,65 | 727 8,86 16,29
NCI_ADR_RES | 0,99 1,02 094 082 0,69 | 7,53 9,02 17,73
NCI_H226 094 097 08 0,77 0,67 | 720 8,59 16,34

Tabela 6.14. Stosunek czasu wykonania algorytmu UFC' oraz gSpanUnconnected do czasu
wykonania algorytmu UG M dla kolekcji NCI. Czgs¢ 1 z 2.
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stosunek czaséw wykonania
ufc/ugm gspan unconnected/ugm
wsparcie [%] wsparcie [%]

zbidr graféw 30 25 20 15 10 30 25 20
NCI_H23 098 1,00 0,89 0,77 0,66 | 7,61 8288 16,56
NCI_H322M | 0,97 1,00 090 0,80 0,65 | 7,29 8,81 16,55
NCI_H460 1,02 099 087 0,78 0,65 ]| 7,54 890 16,59
NCI_H522 1,07 1,04 1,02 093 0,77 | 7,11 8,52 17,12
OVCAR_3 1,00 1,00 0,89 0,79 0,65 | 7,48 8,64 16,28
OVCAR_S 097 099 089 0,79 065|737 8774 16,70
OVCAR_S8 098 0,79 0,88 0,78 0,63 | 7,07 6,84 16,17
P388_ADR 0,64 0,64 055 0,33 8,02 8,26
P388 048 0,61 055 033 5,76 7,88
PC_3 092 094 085 0,75 0,58 | 741 8,280 16,20
RPMI_8226 | 0,97 099 090 0,79 0,62 | 749 8093 16,75
RXF_393 1,03 1,03 099 085 0,69 | 7,63 897 17,88
RXF_631 0,74 0,63 0,61 0,54 7,14 8,43
SF_268 095 099 0.8 080 0,67 | 707 8388 16,49
SF_295 1,00 1,01 0,88 0,78 0,66 | 7,53 8,69 16,44
SF_539 094 095 0,84 0,73 7,49 8,95 17,02
SK_MEL_28 | 0,98 1,01 091 0,78 0,66 | 7,48 8,86 16,62
SK_MEL 2 |09 099 087 0,78 0,66 | 7,24 8,73 16,22
SK_MEL 5 | 091 098 09 081 0,66 | 691 8,77 16,90
SK_OV_3 1,01 095 086 0,74 0,63 | 6,88 822 16,64
SN12C 1,00 0,99 0,89 0,76 0,63 | 7,38 8,81 16,52
SNI12K1 0,64 0,63 0,60 0,35 7,99 831
SNB_19 048 092 088 081 066|352 799 16,04
SNB_75 048 098 086 0,76 0,64 | 345 881 15,88
SNB_78 0,78 0,71 0,64 0,61 7,29 9,00
SR 096 096 082 0,73 0,63 | 7,72 899 16,46
SW_620 093 1,01 090 0,79 0,68 | 6,86 8281 16,49
TK_10 097 099 0,88 0,79 7,40 8,61 16,18
T_47D 0,87 096 0,83 0,73 0,60 | 6,83 8387 16,31
U251 097 1,00 090 0,81 0,67 | 7,38 8,76 16,52
UACC_257 099 099 089 0,79 0,66 | 7,43 891 16,51
UACC_62 0,87 093 085 0,78 0,65 6,19 792 15,82
U0_31 095 1,00 089 0,79 0,66 | 7,24 8282 16,47
XF_498 0,86 0,78 0,61 0,59 6,40 8,53 18,16

Tabela 6.15. Stosunek czasu wykonania algorytmu UFC' oraz gSpanUnconnected do czasu
wykonania algorytmu UG M dla kolekcji NCI. Czgs¢ 2 z 2.

stosunek czaséw wykonania
ufc/ugm gspan unconnected/ugm
wsparcie [%] wsparcie [%]

zbidr graféw 10 5 4 3 2 10 5 4
ptc_FM 099 086 0,70 047 2,04 | 10,88 12,97
ptc_FR 0,84 0,84 0,66 0,48 8,64 13,15
ptc_ MM 1,12 0,82 0,66 044 0,83 | 1045 14,25
ptc_MR 0,90 0,82 0,68 0,62 10,07 13,26

Tabela 6.16. Stosunek czasu wykonania algorytmu UFC oraz gSpanUnconnected do czasu
wykonania algorytmu UGM dla kolekcji PTC.
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6.4. Analiza operacji skladowych zaproponowanych algorytmow

Tabele 6.19-6.22 zawieraja czasy wykonania najwazniejszych faz algorytméw UGM
i UFC dla wybranych zbioréw danych oraz warto$ci minimalnego wsparcia. Wyrdznione sg

nastgpujace fazy:

NCI MUTAG PTC

UGM

UFC

Czas wykonywana fazy podgraf izo Czas wykonywana fazy zbiér nkr

Czas wykonywana fazy zbior gn - Czas wykonania pozostatych faz

Rysunek 6.3. Sredni udziat czasu wykonywania operacji zwiazanych z badaniem izomorfizmu podgrafu
(wyznaczanie wsparcia, obstuga zbioru graféw nieczgstych, obstuga zbioru nieczgstych konstruktoréw
rozszerzen) w tacznym czasie wykonania algorytméw UG M i U F'C' w zbiorach graféw z kolekcji PTC,

NCI oraz MUTAG.

— catos¢ - taczny czas wykonania algorytmu,

— podgraf izo - czas wykonywania testow na izomorfizm z podgrafem podczas wykonywania
operacji wyznaczania wsparcia graféw kandydujacych,

— graf izo - czas wykonywania testOw na izomorfizm z grafem,

— zbior gn - taczny czas wszystkich operacji wykonywanych na strukturze przechowujace;j
zbior graféw nieczestych (facznie z niezbednymi do tego celu operacjami testow na

izomorfizm z podgrafem),
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— zbior nkr - taczny czas wszystkich operacji wykonywanych na strukturze przechowujace;j
zbior nieczestych konstruktoréw rozszerzen (tacznie z niezbednymi do tego celu
operacjami testow na izomorfizm z podgrafem),

— wielozbiory - czas wyznaczania maksymalnych czgstych wielozbiorow deskryptoréw
krawedzi,

— podzbior - czas operacji sprawdzania, czy wielozbiér deskryptoréw danego grafu, jest
podzbiorem maksymalnego czgstego wielozbioru deskryptoréw krawedzi,

— inne - taczny czas wykonania innych, niewymienionych wyzej faz algorytmu.

zbior graféw cato§¢ podgrafizo grafizo zbidrgn zbidér knr wielozbiory podzbidr inne
786_0 4135,0's 3398,1s 15,7s  430,2s 162,7 s 25s 750s 50,8s
82,2% 0,4% 10,4% 3,9% 0,1% 1.8% 1,2%
A498 5080,3 s 4074,0 s 15,7s 61045 217,1's 2,1s 103,5s 5745
80,2% 0,3% 12,0% 4,3% 0,0% 20% 1,1%
A549 _ATCC | 45229 s 3733,0s 13,8s  472,0s 169,8 s 2,1s 87,5s 44,75
82,5% 0,3% 10,4% 3,8% 0,0% 1.9% 1,0%

Tabela 6.17. Czasy wykonania poszczegdlnych faz algorytmu UG M dla wybranych zbioréw kolekcji
NC1 przy progu minimalnego wsparcia 10%.

zbidr graféw calo§¢ podgrafizo grafizo zbiérgn zbiér knr wielozbiory podzbidr inne
786_0 2679,2 s 22745 s 0,9s 33,7s 0,0s 2,5s 81s 3595s
84.9% 0,0% 1,3% 0,0% 0,1% 03% 13,4%
A498 3309,7 s 2840,2 s 09s 450s 0,0s 2,1s 10,2s 411,3s
85,8% 0,0% 1,4% 0,0% 0,1% 0,3% 12,4%
A549_ATCC | 2991,6 s 25349 s 09s 37,8 s 0,0s 2,1s 9,1s 4069s
84,7% 0,0% 1,3% 0,0% 0,1% 0,3% 13,6%

Tabela 6.18. Czasy wykonania poszczeg6lnych faz algorytmu U F'C' dla wybranych zbioréw kolekcji
NC1 przy progu minimalnego wsparcia 10%.

zbidr graféw | cato§¢ podgrafizo grafizo zbidrgn zbidr knr wielozbiory podzbiér  inne
786_0 8335 733 s 0,5s 19s 0,6s 22s 04s 44s
88,0% 0,7% 2,3% 0,7% 2,6% 04% 5,3%
A498 88,0s 78,6 s 04 s 2,1s 0,5s 19s 04s 4,15
89,2% 0,5% 2,4% 0,5% 2,2% 04% 4,7%
A549_ATCC | 8495 75,7 s 0,5s 19s 03s 2,0s 04s 4,15
89,1% 0,6% 2,3% 0,4% 2,4% 04% 4,8%

Tabela 6.19. Czasy wykonania poszczegdlnych faz algorytmu UG M dla wybranych zbioréw kolekcji
NC1 przy progu minimalnego wsparcia 20%.

Analize¢ danych zawartych w tabelach ulatwia wykres 6.3. Analiza tych danych prowadzi

do nastgpujacych obserwacji i wnioskow:
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zbidr graféw | catlo§¢ podgrafizo grafizo zbidrgn zbidér knr wielozbiory podzbidr inne
786_0 734 s 42,7 s 0,1s 0,1s 0,0s 225 0,0s 284s
58,1% 0,1% 0,1% 0,0% 3,0% 0,0% 38,6%
A498 76,4 s 44,7 s 0,0s 0,1s 0,0s 1.9s 0,1s 295s
58,6% 0,1% 0,2% 0,0% 2,5% 0,1% 38,7%
A549 _ATCC | 77,1s 439 s 0,0s 0,1s 0,0s 2,0s 0,1s 310s
56,9% 0,1% 0,2% 0,0% 2,6% 0,1% 40,2%

Tabela 6.20. Czasy wykonania poszczeg6lnych faz algorytmu U F'C' dla wybranych zbioréw kolekcji
NC1 przy progu minimalnego wsparcia 20%.

algorytm | cato§¢ podgrafizo grafizo zbidérgn zbiér knr wielozbiory podzbidr inne
UGM 480,5 s 123,6 s 53,7s  2269s 25s 03s 1.8s 71,7s
257%  11,2% 47,2% 0,5% 0,1% 04% 14,9%
UFC 465,6 s 192,5s 10,9 s 27,1s 0,0s 03s 04s 2343s
41,3% 2,3% 5,8% 0,0% 0,1% 0,1% 50,3%

Tabela 6.21. Czasy wykonania poszczeg6lnych faz algorytmu UGM i U F'C' dla zbioru MUT AG przy

progu wsparcia 30%.

algorytm | cato§¢ podgrafizo grafizo zbidrgn zbidér knr wielozbiory podzbidr inne
UGM 20,6 s 149 s 0,6 s 2,6s 0,1s 0,3s 0,1s 2,0s
72,2% 3,1% 12,6% 0,4% 1,5% 03%  9,9%
UFC 275s 15,8 s 0,2s 0,6 s 0,0s 0,3s 0,0s 10,6s
57,5% 0,7% 2,2% 0,0% 1,1% 0,0% 38,5%

Tabela 6.22. Czasy wykonania poszczeg6lnych faz algorytmu UGM i U F'C' dla zbioru MUT AG przy

progu wsparcia 40%.
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— Wykonywanie testow na izomorfizm z podgrafem na etapie wyznaczania wsparé graféw
jest w wigkszoSci przypadkéw najbardziej czasochlonna operacja w przypadku obu
algorytméw UG M 1 U F'C' i stanowi do 90% tacznego czasu wykonania algorytmow.

— Operacje zwiazane z obstuga zbioru GN sa czasochtonne w przypadku algorytmu UG M.
Dla matych wartoSci wsparé czas wykonywania tych operacji moze nawet staé sig
dominujacy, co pokazuja wyniki dla kolekcji MUT AG i PTC.

— Obstuga zbioru NKR jest czasochtonna jedynie w przypadku kolekcji PT'C.

— Wszystkie trzy wymienione wyzej fazy sa zwiazane z wykonywaniem testow na
izomorfizm z podgrafem.

— Pozostale wyréznione operacje czyli testy na izomorfizm z grafem oraz wyznaczanie
i zastosowanie wielozbiorow deskryptoréw krawedzi zajmuja marginalng czg$¢
catkowitego czasu wykonania algorytmoéw.

— Operacje oznaczone jako inne zajmuja doS¢ duza czeS¢ calkowitego czasu wykonania
algorytméw, co jest zauwazalne szczegélnie w przypadku algorytmu UFC. Na ten
czas sktadaja si¢ m.in. operacje budowania graféw kandydujacych, zbierania statystyk,
a w przypadku algorytmu U F'C' takze uwzglednianie optymalizacji zwigzanej z wlasnoScia

4.4,

6.5. Analiza skutecznosci poszczegolnych optymalizacji algorytmu UGM

Eksperyment ma zadanie zbadania skuteczno$ci optymalizacji zastosowanych
w algorytmach UGM i UFC. Na potrzeby algorytméw zostaly zaproponowane cztery
techniki optymalizacyjne:
— optymalizacja z wykorzystaniem zbioru GN,
— optymalizacja z wykorzystaniem zbioru NKR (dotyczy tylko algorytmu UG M),
— optymalizacja z wykorzystaniem maksymalnych czestych wielozbioréw deskryptoréw
krawedzi,

— optymalizacja z wykorzystaniem przerywania wyznaczania wsparcia.

Wykres 6.4 przedstawia czasy wykonania szeSciu wersji algorytméw U FC i UGM dla
réznych progéw wsparcia. Wyrézniono nastgpujace wersje algorytmow:

— UGM oraz UFC - algorytmy ze wszystkimi optymalizacjami,
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Rysunek 6.4. Czasy dziatania algorytméw UG M i U F'C' z r6znymi optymalizacjami w zbiorze graféw

Chemical_340 z kolekcji NCI.

UGM_0 oraz UFC_0 - algorytmy bez zadnych optymalizacji,

UGM_GN oraz UFC_GN - algorytmy z optymalizacja opartg na zbiorze GN,

UGM_N KR - algorytm z optymalizacja oparta na zbiorze NKR,

UGM_MWDK oraz UFC_MWDK - algorytmy z optymalizacja oparta na
maksymalnych czgstych wielozbiorach deskryptoréw krawedzi,

UGM_PWW oraz UFC_PWW - algorytmy z optymalizacja oparta na przerywaniu
wyznaczania wsparcia,

Z wykreséw mozna odczytaé nastgpujace wnioski:

Wszystkie optymalizacje daja zauwazalny przyrost predkosci dziatania algorytméw UG M
iUFC.

— Algorytmy z wszystkimi optymalizacjami sa okoto rzad wielkoSci szybsze od algorytméw

bez optymalizacji.

— Optymalizacja oparta na zbiorze graféw nieczgstych jest najbardziej skuteczna.

— Algorytm UG M jest bardziej podatny na optymalizacje niz algorytm U F'C.

Dodatkowych danych dotyczacych skutecznoSci poszczegdlnych optymalizacji dostarcza

tabela 6.23. W tabeli zawarte sa dane dotyczace liczby i czas6w wykonania testow

na izomorfizm z podgrafem wykonanych w celu wyznaczenia wsparcia kandydatéw wraz

wyrdznieniem liczby 1 czasow wykonania testéw, ktore zakonczyly si¢ wynikiem
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pozytywnym (kolumny liczba™ oraz czas™). Im wigkszy jest stosunek liczba™/liczba tym

skuteczniejsza optymalizacja. Obserwacja tabeli prowadzi do nastgpujacych wnioskow:

— Wszystkie optymalizacje zmniejszaja liczb¢ wykonanych testow na izomorfizm
z podgrafem.

— Algorytm UGM bez optymalizacji jest mato efektywny, gdyz Srednio tylko 18%
wykonanych testow na izomorfizm z podgrafem konczy si¢ wynikiem pozytywnym.
Ponadto liczba wykonanych testéw na izomorfizm z podgrafem jest o rzad wielkosci
wigksza niz w algorytmie U F'C bez optymalizacji.

— Zastosowanie optymalizacji zmniejsza liczb¢ wykonanych testow na izomorfizm
z podgrafem S§rednio dwudziestokrotnie w przypadku algorytmu UGM i S$rednio
dwukrotnie w przypadku algorytmu U F'C.

— Optymalizacja oparta na zbiorze graféw nieczestych jest najbardziej skuteczna.

— Zaréwno w algorytmie UGM i UFC, optymalizacje prowadza do uzyskania podobnej
liczby wykonanych testéw na izomorfizm z podgrafem oraz stosunku liczba™/liczba na
poziomie okoto 75%.

Warto zauwazyC, ze optymalizacja oparta na zbiorze graféw nieczgstych jest najbardziej
skuteczng z zaproponowanych, ale jednocze$nie obsluga zbioru graféw nieczgstych jest
jedna z najbardziej czasochtonnych operacji w algorytmie U F'C, a zwlaszcza w algorytmie
UGM. Tabele 6.24 oraz 6.25 przedstawiaja podstawowe wiasnosci zbioru graféw nieczgstych
uzyskanego w czasie wykonania algorytméw UG M i U F'C' na przyktadowych danych. Tabele
zawieraja nastgpujace dane:

— liczba graféw czgstych - liczba wszystkich graféw czgstych w danym zbiorze danych przy
danym wsparciu,

— rozmiar zbioru GN - liczba graféw znajdujacych si¢ w zbiorze GN po zakoriczeniu
algorytmu,

— liczba testow w zbiorze GN - liczba wykonanych testow na izomorfizm z podgrafem,
zwiazanych z obstugg zbioru GN,

— liczba testéwt w zbiorze GN - jak wyzej, ale dotyczy tylko testow, ktére zakoriczyly sie
wynikiem pozytywnym,

— liczba graféw™ w zbiorze GN - liczba graféw ze zbioru GN, ktére w czasie dziatanie

algorytmu okazaty si¢ pografami kandydatow.
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Z uzyskanych wynikéw mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

— W przypadku algorytmu UGM rozmiar zbioru GN jest zblizony do liczby wszystkich
grafow czestych.

— W przypadku algorytmu U F'C' rozmiar zbioru GN jest o rzad wielkoSci mniejszy od liczby
wszystkich graféw czgstych.

— Tylko kilka procent testow na izomorfizm z podgrafem wykonywanych w zbiorze GN
konczy si¢ wynikiem pozytywnym, czyli przyczynia si¢ do optymalizacji algorytméw
UGMiUFC.

— Okoto kilkadziesiat procent graféw ze zbioru GN jest istotnych z punktu widzenia

optymalizacji to znaczy okazuje si¢ podgrafami graféw kandydujacych.

testy na izomorfizm z podgrafem

czas czasT czasT/czas liczba  liczba™ liczbaT/liczba

[s] [s] [%] [%]

UGM_0 377 106 28 | 19757430 3586105 18
UGM_PWW 81 40 49 5057789 1589601 31
UGM_MWDK | 212 39 18 | 12170991 1694625 13
UGM_GN 23 17 74 968144 722299 74
UGM_NKR 169 24 14 9008562 992862 11
UGM 18 15 83 912196 687104 75
UFC_0 173 22 12 1427212 819834 57
UFC_PWW 33 15 45 977496 680090 69
UFC_MWDK 153 18 11 1054147 722982 68
UFC_GN 22 14 63 793693 615498 78
UFC 17 13 76 777195 603356 78

Tabela 6.23. Srednia liczba i czas wykonanych testéw na izomorfizm podgrafu w réznych wersjach
algorytméw UGM i UFC.

zbiér/ liczba graféw rozmiar  liczba testéw liczba testéw™  liczba grafow™
wsparcie czgstych | zbioru GN  w zbiorze GN  w zbiorze GN  w zbiorze GN
mutag/50% 3966 1379 513489 7998 272
mutag/40% 4893 1416 606387 9139 315
mutag/30% 31758 13865 37635351 182048 4657
ptc_fm/10% 1548 755 58084 5552 249
ptc_fm/5% 11120 6360 1634520 61697 1668
ptc_fm/4% 20290 12649 5253084 122041 2895
nci_786/25% 895 1004 102722 8436 338
nci_786/20% 2106 2761 715887 22304 803

Tabela 6.24. Wtasnosci zbioru graféw nieczestych utworzonego przez UG M.
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zbiér/ liczba graféw rozmiar  liczba testéw  liczba testow™  liczba graféw™
wsparcie czestych | zbioru GN  w zbiorze GN  w zbiorze GN  w zbiorze GN
mutag/50% 3966 123 62125 1356 91
mutag/40% 4893 202 91400 1580 131
mutag/30% 31758 1486 3232512 23385 842
ptc_fm/10% 1548 256 5085 412 95
ptc_fm/5% 11120 1325 182099 3193 541
ptc_fm/4% 20290 2022 427963 5812 867
nci_786/25% 895 142 1559 156 42
nci_786/20% 2106 302 15095 384 90

Tabela 6.25. Wtasnosci zbioru graféw nieczestych utworzonego przez U F'C'.

6.6. Analiza skutecznosci poszczegolnych heurystyk i optymalizacji

algorytmu testu na izomorfizm z podgrafem

Algorytmy UGM i UFC wykorzystuja zaproponowang przez autora tej pracy
implementacje algorytmu testu na izomorfizm z podgrafem. Problem izomorfizmu z podgrafem
zostal sprowadzony do problemu spetniania ograniczen, ktérego rozwigzaniem zajmuje sig¢
algorytm z powrotami. Przeprowadzone eksperymenty miaty za zadanie zbada¢ skutecznos¢
réznych technik optymalizacyjnych zawartych w algorytmie z powrotami, takich jak:
metody wybory zmiennej, sp6jnos¢ tukowa oraz zaproponowane przez autora tej pracy
ograniczanie dziedziny za pomoca symetrii graféw oraz wykorzystanie kontekstu algorytmu
UGM. Dodatkowym celem eksperymentu byto poréwnanie algorytmu z algorytmem V F'2
pochodzacym z biblioteki vflib. Wszystkie eksperymenty zostaly przeprowadzone pod katem
przydatnosci w algorytmach UGM i UFC.

6.6.1. Wykorzystanie symetrii

Algorytm z powrotami wykorzystuje dwa rodzaje symetrii: symetri¢ zmiennych oraz
symetri¢ wartoSci. Dla problemu izomorfizmu grafu G z podgrafem grafu G’ symetria
zmiennych sa automorfizmy grafu GG, a symetrig wartosci - automorfizmy grafu G’. Tabela
6.26 oraz wykres 6.5 przedstawiajg taczny czas dzialania wszystkich testéw na izomorfizm
z podgrafem, ktére byty wykonane w ramach algorytmu UG M. Dla celéw informacyjnych
przedstawiona jest takze taczna liczba powrotéw, ktére musiat wykonaé algorytm z powrotami.
Kolumna czas™ oznacza czas wykonania testéw zakoiczonych wynikiem pozytywnym,
natomiast kolumna czas oznacza czas wykonania wszystkich testow. Wersja algorytmu

oznaczona jako bez sym I r6zni si¢ od wersji normalnej tym, ze nie korzysta z symetrii
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zmiennych, a wersja oznaczona jako bez sym 2 rézni si¢ od wersji normalnej tym, ze nie

korzysta z symetrii wartoSci.

testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obshugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczestych
zbiér/ wersja czas czas™ czas czas™ liczba
wsparcie algorytmu [s] [s] [s] [s] powrotow
mutag/50% normalna 12.9 11.7 2.7 0.2 11896177
bez sym 1 249 13.9 47.6 6.6 132865206
bez sym 2 12.7 11.4 2.8 0.2 12139556
mutag/40% normalna 16.5 13.75 32 0.2 14698151
bez sym 1 329 15.54 46.2 3.6 139769040
bez sym 2 15.6 13.34 3.22 0.18 14904096
mutag/30% normalna | 112.1 97.1 | 272.6 16.7 261865481
bezsym 1 | 563.0 289.0 | 53015 14569 | 103171439225
bez sym2 | 106.8 93.0 | 2763 17.9 278973111
ptc_fm/10% normalna 2.3 1.5 0.18 0.04 1642036
bez sym 1 18.6 4.3 2.6 0.36 38681460
bezsym2 | 2.37 1.56 0.19 0.038 1664053
ptc_fm/5% normalna 114 6.99 3.99 0.63 10067775
bezsym 1 | 109.6 19.7 | 407.66 287.9 948423601
bez sym 2 11.7 7.2 4.25 0.68 10517385
ptc_fm/4% normalna | 19.18 119 | 10.85 1.1 18716182
bez sym 1 | 462.5 97.4 | 4245 284.9 1664561380
bez sym2 | 19.24 11.9 | 11.63 1.18 19708233
nci_786/25% | normalna 35.7 26.8 0.33 0.07 18734960
bezsym1 | 188.2 74.2 4.0 0.98 320479586
bezsym?2 | 34.5 25.7 0.31 0.06 18835538
nci_786/20% | normalna | 87.49 64.86 1.69 0.29 46279141
bezsym 1 | 747.5 228.3 26.6 5.9 1329932216
bezsym?2 | 86.0 63.1 1.71 0.29 46964528

Tabela 6.26. Wptyw uwzgledniania symetrii w algorytmie izomorfizmu z podgrafem na jego czas
dziatania.

Whioski:

— Wykorzystanie symetrii zmiennych znaczaco poprawia efektywno$¢ algorytmu. Algorytm
nie korzystajacy z tej optymalizacji byt od dwdch do dziesigcu razy wolniejszy w fazie
wyznaczania wsparcia kandydatéw oraz od dziesigciu do stu razy wolniejszy w fazie
obstugi zbioru GN. Wykorzystanie symetrii zmiennych zmniejsza liczbg powrotéw nawet
do trzech rzgdéw wielkosci. Duzo wigksza skuteczno$¢ wykorzystania symetrii w fazie
obstugi zbioru GN wynika z faktu, ze do zbiéru GN naleza przede wszystkim grafy
niespdjne o kilku sktadowych, a zatem o licznych symetriach. Im wigcej symetrii w grafie

tym skuteczniejsza jest optymalizacja.

135



o060 ; ooo[osci mutag/30%

[s] czas nci_7§6/20% czas
700 - czas® 10000 - czas’
mutag/30%
600
0,
oo, /A% 1000 ptc_fm/4%

500

400 100
nci_786/20%
300

w: la W

Rysunek 6.5. Wptyw uwzgledniania symetrii na czas dziatania algorytmu izmorfizmu z podgrafem.
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Wykres po lewej stronie dotyczy wyznaczania wsparcia kandydatéw. Wykres po prawej stronie dotyczy

obstugi zbioru GN.

— Wykorzystanie symetrii warto$ci ma niewielki wptyw na efektywno$¢ algorytmu. Liczba
powrotéw w algorytmie bez symetrii wartosci jest tylko o utamek procenta mniejsza niz

w algorytmie korzystajacym z symetrii wartosci.

6.6.2. Kolejnos¢ wyboru zmiennej

Przebadano trzy strategie wyboru zmiennej:

— wz1 - wybdr pierwszej nieprzyporzadkowanej zmiennej,

— wz2 - wybolr najbardziej ograniczajacej nieprzyporzadkowanej zmiennej, to znaczy
wierzchotka o najwigkszym stopniu (przy czym stopnie wierzchotkow nie zmieniajq si¢
w trakcie dziatania algorytmu z powrotami),

— wz3 - wybor najbardziej ograniczonej nieprzyporzadkowanej zmiennej, to znaczy zmiennej
o najmniej licznej dziedzinie w danym momencie (przy czym dziedziny zmiennych
zmieniaja si¢ w trakcie dzialania algorytmu z powrotami).

Tabela 6.27 oraz wykres 6.6 przedstawiaja czasy dziatania algorytmu dla r6znych metod
wyboru zmiennej. Strategie wz3 i wz2 powoduja nawet dwukrotny przyrost predkosci
algorytmu nawet w stosunku do naiwnej strategii wzl. Strategia wz3 daje rezultaty
o kilkanascie procent lepsze niz strategia wz2. Okazuje si¢, ze strategia wyboru zmiennej

ma zauwazalny wplyw na efektywnos$¢ algorytmu, aczkolwiek nie tak duzy, jak by wynikato
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z literatury. Ten sam eksperyment przeprowadzono ponownie dla algorytmu bez optymalizacji
wykorzystujacej symetrie. Wyniki znajduja si¢ w tabeli 6.28. W tym przypadku strategia wz1
okazuje si¢ nawet do 20 razy wolniejsza od pozostatych strategii. Zaskakujaca jest obserwacja,
ze strategia wyboru zmiennej nie ma prawie zupetnie wpltywu na czas wykonywania testow na
izomorfizm z podgrafem na potrzeby obstugi zbioru GN. Mozna to tlumaczy¢ faktem, ze do
zbiéru GN naleza przede wszystkim grafy niesp6jne o kilku sktadowych, a wybdér zmiennej

pochodzacej z jednej sktadowej nie ma prawie wptywu na dziedziny zmiennych pochodzacych

z innych sktadowych.
testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obstugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczgstych
zbiér/ metoda wyboru | czas czasT | czas czas™ liczba
wsparcie zmiennej [s] [s] [s] [s] powrotow
mutag/50% wz3 11.9 10.8 2.7 0.2 | 11399572
wz2 13.5 12.1 29 0.2 | 13804234
wzl 14.8 13.3 2.8 0.2 | 19119073
mutag/40% wz3 14.97 12.9 3.0 0.18 | 13633140
wz2 17.1 14.7 33 0.18 | 17010606
wzl 19.1 16.1 3.5 0.16 | 25033120
mutag/30% wz3 99.1 89.1 | 260.5 15.6 | 252068790
wz2 148.6 122.7 | 283.6 16.3 | 335312933
wzl 191.8 118.8 | 299.9 15.4 | 511398951
ptc_fm/10% | wz3 24 1.55 | 0.18 0.06 1669270
wz2 2.49 1.59 | 0.19 0.05 2032994
wzl 2.57 1.58 | 0.16 0.04 2300451
ptc_fm/5% wz3 11.6 7.2 | 3.98 0.59 | 10116808
wz2 14.57 8.1 | 4.57 0.65 14567822
wzl 17.27 8.17 3.9 0.6 | 19693838
ptc_fm/4% wz3 18.7 11.46 | 10.98 1.52 | 18583192
wz2 24.35 1299 | 113 1.3 | 26884581
wzl 34.03 15.33 | 11.16 1.1 | 42671550
nci_786/25% | wz3 35.36 26.17 | 0.29 0.06 | 19066707
wz2 37.6 27.5 0.3 0.08 | 22439979
wzl 42.6 27.5 | 0.29 0.06 | 31326677
nci_786/20% | wz3 85.2 62.05 1.59 0.28 | 46613383
wz2 93.8 66.2 | 1.63 0.24 | 57034348
wzl 109.1 67.7 1.7 0.28 | 84725693

Tabela 6.27. Czas dziatania algorytmu izomormizmu z podgrafem dla r6znych metod wyboru zmienne;j.

6.6.3. Spojnosc lukowa

Tabela 6.29 oraz wykres 6.6 przedstawiaja wplyw optymalizacji ac-3 na czas wykonania
algorytmu izomorfizmu z podgrafem. Okazuje si¢, ze algorytm w wersji z ac3 wykonuje
si¢ do kilku razy wolniej niz algorytm bez ac-3. Liczba powrotow w przypadku algortmu

z ac-3 jest tylko o utamek procenta mniejsza niz w przypadku algorytmu bez ac-3 i1 czas
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Rysunek 6.6. Czas dzialania algorytmu izomorfizmu z podgrafem w zalezno$ci od metody wyboru

zmiennej (po lewej) oraz z wykorzystaniem ac-3 (po prawej).

testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obshugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczestych
zbidr/ metoda wyboru | czas czas™ | czas czas™ liczba
wsparcie zmiennej [s] [s] [s] [s] powrotéw
mutag/50% wz3 23.2 12.8 | 66.7 10.2 194295665
wz2 24.5 14.3 | 66.1 9.7 197738282
wzl 25.5 14.6 | 64.8 9.9 205125524
mutag/40% wz3 29.8 143 | 61.4 55 190990709
wz2 33.8 16.7 | 63.5 5.5 203662265
wzl 37.8 17.2 | 62.7 52 229088552
ptc_fm/10% | wz3 16.2 38| 38 0.77 44286569
wz2 17.3 39| 38 0.81 47018804
wzl 27 53| 3.6 0.75 74203308
ptc_fm/5% wz3 97 18 | 968 592 | 2321302509
wz2 110 20 | 963 590 | 2350568260
wzl 1600 72.5 | 977 601 5670157228
ptc_fm/4% wz3 437 91 | 923 543 | 3243669583
wz2 467 95 | 993 584 | 3338492754
wzl 8496 4273 | 936 552 | 19952683469
nci_786/25% | wz3 172 66 | 8.0 1.8 366256651
wz2 175 66 | 10.7 1.8 369711485
wzl 533 86 | 10.3 1.8 1183982984
nci_786/20% | wz3 754 202 85 10 | 1721578267
wz2 778 204 57 9 | 1699536149
wzl 5450 844 80 9.8 | 12577908486

Tabela 6.28. Czas dziatania algorytmu izomormizmu z podgrafem w wersji bez symetrii dla r6znych
metod wyboru zmiennej.
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zaoszczgdzony z tego powodu nie niweluje narzutu wprowadzonego przez ac-3. Niska
skuteczno$¢ ac-3 w ograniczaniu dziedziny zmiennych wynika z dwoch faktow. Po pierwsze
dziedzina zmiennych jest silnie ograniczona przez warunki zgodnosci etykiet, sasiadujacych
krawedzi 1 stopni sasiadujacych krawedzi. Po drugie, wigkszoS¢ ograniczefi binarnych, na
ktérych opiera si¢ ac-3 jest spetniona, gdyz w algorytmie UGM wykonywany jest test na
izomorfizm grafu kandydujacego G z podgrafem pewnego grafu GG’, a graf kandydujacy jest
rozszerzeniem grafu, ktory jest izomorficzny z podgrafem grafu G'. W zwiazku z tym jedynym
ograniczeniem binarnym, ktére moze by¢ niespetnione, jest ograniczenie pochodzace od nowo

dodanej krawedzi w grafie.

testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obstugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczestych
zbiér/ wersja czas czas™ czas czas™ liczba
wsparcie algorytmu [s] [s] [s] [s] powrotéw
mutag/50% normalna 12.9 11.7 2.7 0.2 11896177
zac3 34.6 346 | 434 0.28 11771943
mutag/40% normalna 16.5 13.75 3.2 0.2 14698151
zac3 46.17 41.9 5.2 0.32 14530757
mutag/30% normalna | 112.1 97.1 | 272.6 16.7 | 261865481
z ac3 296.4 2719 | 5234 24.1 | 254856370
ptc_fm/10% | normalna 23 1.5 0.18 0.04 1642036
z ac3 5.78 4.7 | 0.26 0.07 1625715
ptc_fm/5% normalna 114 6.99 3.99 0.63 10067775
z ac3 29.0 22.1 6.3 1.1 9825516
ptc_fm/4% normalna | 19.18 11.9 | 10.85 1.1 18716182
z ac3 46.53 35.29 17.1 1.99 | 18317763
nci_786/25% | normalna 35.7 26.8 | 0.33 0.07 18734960
z ac3 96.53 83.07 | 0.47 0.13 18513751
nci_786/20% | normalna | 87.49 64.86 | 1.69 0.29 | 46279141
z ac3 240.3 204.8 | 2.53 0.51 | 45524974

Tabela 6.29. Wptyw ac-3 na czas dziatania algorytmu izomormizmu z podgrafem.

6.6.4. Wykorzystanie kontekstu algorytmu UGM

Optymalizacje z wykorzystaniem kontekstu algorytmu UGM mozna wykorzystaé
w przypadku testow na izomorfizm grafu kandydujacego z podgrafem grafu z wejsSciowej bazy
danych, gdyz wiadomo, ze rodzic grafu kandydujacego spetit ten test. W pracy zapropnowano
dwie techniki wykorzystania poprzednio wykonywanych testow na izomorfizm z podgrafem:
przenoszenie poprawnego rozwiazania (oznaczane jako ppr) oraz przenoszenie niepoprawnych
przyporzadkowan (oznaczane przez pnp). Obie techniki dodaja informacj¢ do kazdej pary

grafow (G,G’), dla ktérej test na izomorfizm podgrafu G w G’ zakonczyt sig sukcesem
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oraz G’ jest grafem z wejsSciowej bazy graféw. Przenoszenie poprawnego rozwiazania jest
podobne do metody przechowywania zanurzen, z ta réznica, ze przechowywane jest tylko
jedno zanurzenie. Przenoszenie niepoprawnych rozwiazan jest nowa propozycja, ktéra polega
wykluczeniu pewnych wartosci z dziedziny zmiennych grafu kandydujacego na podstawie
wynikow testu jego rodzica. Tabela 6.30 przedstawia efekty uzycia zaproponowanych
optymalizacji. Optymalizacja pnp wystepuje w dwoch wersjach: pnpd 1 pnpd0, gdzie 5
i 50 sa wartos$cig parametru min_wrong_backtracks (patrz rozdziat 5.3.10), ktéry oznacza
minimalng liczb¢ powrotéw ktéra musi wykonaé algorytm z powrotami, aby niepoprawne

przyporzadkowane byto uznane za nietrywialne.

testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obstugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczestych
zbiér/ wersja czas czasT | czas czas™ liczba
wsparcie algorytmu [s] [s] [s] [s] powrotéw
mutag/50% normalna 12.9 11.7 2.7 0.2 11896177
ppr 9.01 7.20 X X 3698446
pnp 50 14.17 12.6 X x | 11824862
pnp 5 14.1 12.61 X x | 11717919
mutag/40% normalna 16.5 13.75 3.2 0.2 14698151
ppr 12.5 9.04 X X 5624427
pnp 50 18.51 15.14 X x | 14605305
pnp 5 18.80 15.47 X x | 14455761
mutag/30% normalna 112.1 97.1 | 272.6 16.7 | 261865481
ppr 62.03 49.1 X X | 43205239
pnp 50 119.9 101.44 X X | 260154805
pnp 5 Brak pamigci
ptc_fm/10% normalna 2.3 1.5 0.18 0.04 1642036
ppr 249 1.42 X X 1385977
pnp 50 2.61 1.77 X X 1641532
pnp 5 2.66 1.83 X X 1635075
ptc_fm/5% normalna 11.4 6.99 3.99 0.63 10067775
ppr 12.57 7.16 X X 7411770
pnp 50 12.6 7.97 X x | 10311502
pnp 5 14.1 8.97 X x | 10172484
ptc_fm/4% normalna 19.18 11.9 | 10.85 1.1 18716182
ppr 18.9 10.8 X x | 13261022
pnp 50 24.5 13.7 X x | 18639504
pnp 5 26.7 16.2 X x | 18585988
nci_786/25% | normalna 35.7 26.8 | 0.33 0.07 | 18734960
ppr 32.8 23.2 X x | 11629112
pnp 50 40.3 30.1 X x | 18712098
pnp 5 40.9 31.6 X x | 18576109
nci_786/20% | normalna 87.49 64.86 | 1.69 0.29 | 46279141
ppr 72.6 49.8 X X | 27370597
pnp 50 100.2 75.0 X X | 46110143
pnp 5 107.09 81.3 X x | 45765273

Tabela 6.30. Czas dziatania algorytmu izomormizmu z podgrafem w wersjach z przenoszeniem
rozwiazania i niepoprawnych przyporzadkowan.
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Whioski:

— Optymalizacja ppr jest skuteczna - liczba powrotéw ulega nawet wielokrotnemu
zmniejszeniu, a czas wykonania zmniejsza si¢ nawet o kilkana$cie procent.

— Optymalizacja pnp jest nieskuteczna - liczba powrotdw zmniejsza si¢ tylko o utamek
procenta nie rekompensujac narzutow wprowadzonych przez dodatkowe operacje; czas
wykonania zwigksza si¢ nawet o kilkanascie procent.

— Obie optymalizacje wymagaja dodatkowej pamigci, a najwigksze zapotrzebowanie na
pami¢é ma optymalizacja pnp z niskim parametrem min_wrong_backtracks, co w jednym

przypadku spowodowato btad wyczerpania pamigci.

6.6.5. Poréwnanie z algorytmem vf2

W eksperymentach skorzystano z implementacji algorytmu V' F'2 pochodzacej z biblioteki
vflib napisanej w jezyku C++. Ze wzgledu na réznice technologiczne niemozliwe byto
efektywne wlaczenie biblioteki v flib do platformy ParMol. Z tego wzglgdu obiektywne
poréwnanie algorytméw zostalo wykonane poza platforma ParMol, ale dla danych
pochodzacych z wynikéw algorytmu UG M. Dla danego wykonania algorytmu UG M zostaty
zebrane wszystkie pary graféw (G, G’), dla ktérych wykonywany byt test na izomorfizm
grafu G z podgrafem grafu G’. Pary te zostaly nastgpnie zapisane do pliku zewnetrzego
wcezytywanego potem przez oddzielny program, ktérego celem bylo wykonanie testow na
izomorfizm z podgrafem za pomoca algorytmu V /2. Zmierzono tylko i wylacznie czas
wykonania testéw na izomorfizm z podgrafem - czas wczytywania pliku i budowy graféw
zostal pominigty. Tabela 6.31 przedstawia wyniki tego eksperymentu dla kilku zbioréw danych.
W tabeli znajduja si¢ wyniki dziatania trzech algorytméw badania izomorfizmu z podgrafem:
— normalna - wersja znajdujaca si¢ w algorytmach UGM i UFC,

— niezalezna - jak wyzej, ale wykonana poza algorytmem UGM, zatem wszystkie
pomocnicze struktury, takie jak informacje o symetriach, wielozbiorach deskryptoréw oraz
klasach wierzchotkéw sa wyznaczane od poczatku dla kazdego grafu,

— vf2 - wersja z biblioteki viflib.

Przeprowadzono takze eksperyment, w ktérym jako algorytm izomorfizmu z podgrafem
postuzyta implementacja zawarta w platformie ParMol. Dla zadnego z zawartych w tabeli
przypadkéw ten eksperyment nie zakonczyt si¢ w czasie ponizej kilku godzin.

Whnioski:
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testy na izomorfizm z podgrafem
w celu obliczania w celu obstugi
wsparcia kandydatéw | zbioru graféw nieczestych
zbidr/ implementacja czas czas
wsparcie [s] [s]
mutag/50% normalna 12.9 11.7
niezalezna 86 44
vi2 372 48
mutag/40% normalna 16.5 13.75
niezalezna 110 51
vf2 488 83
ptc_fm/10% | normalna 2.3 1.5
niezalezna 29 34
vi2 64902 1.6
ptc_fm/5% normalna 11.4 6.99
niezalezna 140 120
vi2
nci_786/30% | normalna 15.7 0.07
niezalezna 259 1.5
vf2 213642 1.1
nci_786/25% | normalna 35.7 26.8
niezalezna 531 6.6
vi2 8.3

Tabela 6.31. Czasy dziatania algorytmu izomorfizmu z podgrafem w trzech implementacjach: normalna
(dziatajaca wewnatrz algorymu UGM i UFC), niezalezna (do wykorzystania poza algorytmami UGM i
UFC), VF2 (pochodzaca z biblioteki vflib)

— Algorytm V F2 jest nawet do kilku rzgdéw wielkos$ci wolniejszy od zaproponowanego
algorytmu, zaréwno w wersji normalnej, jak i niezaleznej.
— Algorytm w wersji niezalezniej jest o rzad wielkoSci wolniejszy od algorytmu w wersji

normalne;.



7. Podsumowanie i dalsze kierunki badan

Praca jest poSwigcona zagadnieniu odkrywania czestych graféw spdjnych i niespéjnych.
W pracy zaproponowano dwa nowe algorytmy UGM i UFC, ktére odkrywaja wszystkie
spojne i niespdjne grafy czeste. Oba algorytmy wykonujg testy na izomorfizm z podgrafem
wzgledem wejSciowej bazy danych w celu wyznaczenia wsparcia graféw, w odréznieniu od
typowo wykorzystywanych w tym celu zanurzen. Oba algorytmy zostaly zaimplementowane
w ramach platformy ParMol [55] i poréwnane z istniejacymi w platformie czterema
algorytmami stuzacymi do odkrywania czgstych graféw spdjnych (Gaston, MoFa,
gSpan, FFSM). Do platformy zostaly takze wilaczona opisana w [77] modyfikacja
algorytmu gSpan (nazywana w niniejszej rozprawie gSpanUnconnected), pozwalajaca na
odkrywanie czestych graféw niespdjnych, a takze zaczerpnigta z [41] metoda (nazywana
w ninijeszej rozprawie UgmOnVirtual) odkrywania czgstych graféw niespdjnych za
pomoca algorytméw odkrywania czestych graféow spdjnych poprzez uzupelnianie graféw
z wejSciowej bazy danych o brakujace krawedzie. W celu przyspieszenia algorytméw
UGM 1 UFC zaproponowano cztery potencjalnie uniwersalne techniki optymalizacyjne:
metode wykorzystujaca maksymalne czeste wielozbiory deskryptorow krawedzi, metode
wykorzystujaca zbior grafow nieczestych, metode wykorzystujaca zbior nieczestych
konstruktorow rozszerzen oraz metodg pozwalajaca na przerywanie wyznaczania wsparcia
grafu, w momencie, gdy z biezacej wartoSci wsparcia mozna wywnioskowaé, ze bedzie
ono ponizej minimalnego progu wsparcia. Eksperymenty pokazuja, ze wszystkie te techniki
daja znaczacy przyrost wydajnosci algorytméw UGM i UFC' i sprawiaja, ze algorytmy
uzyskuja czasy wykonania o rzad wielkoSci lepsze niz algorytm gSpanUnconnected.
Eksperymenty pozwalaja wywnioskowaé, ze optymalizacja przynoszaca najwyzszy wzrost
wydajno$¢ jest technika wykorzystujaca zbiér graféw nieczestych. Z drugiej jednak
strony, obstuga zbioru graféw nieczgstych staje si¢ najbardziej czasochtonng operacja
w algorytmie w przypadku niskich warto$ci minimalnego wsparcia. W pracy zaproponowano
ograniczanie maksymalnej wielko$ci zbioru graféw nieczgstych za pomoca parametru

wejsciowego algorytmu, a metody automatycznego ustalania tej wielkoSci oraz propozycje
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wyspecjalizowanych struktur przechowujacych zbidér graféw nieczestych beda stanowic
przedmiot dalszych badan. Na potrzeby algorytméw UFC i1 UGM zaimplementowano
algorytm badania izomorfizmu grafu z podgrafem, ktory opiera si¢ na rozwigzywaniu problemu
spetniania ogranicze. W algorytmie zawarto nowa metodg¢ ograniczania dziedziny zmiennych
na podstawie wystepujacych w grafach symetrii. Opracowany algorytm badania izomorfizmu
z podgrafem zostat eksperymentalnie poréwnany ze znanym algorytmem V' £'2. Eksperymenty
pokazuja, ze propozycja autora jest o kilka rzgdéw wielkos$ci szybsza od algorytmu z platformy
ParMol oraz kilka razy szybsza od algorytmu V F'2 w zakresie stosowania w algorytmach
UGM i UFC. Poza pojeciem grafu czgstego w dziedzinie odkrywania wiedzy z graféw
w literaturze zaproponowano tez pojecia zamknigtego grafu czgstego oraz maksymalnego grafu
czestego, ktore sa analogiczne do poje¢ zamknigtego zbioru czgstego i maksymalnego zbioru
czestego. Istnieja algorytmy odkrywajace zamknigte grafy czeste (np. CloseGraph [77])
oraz maksymalne grafy czeste (np. SPIN [38]), sa to jednak algorytmy odkrywajace tylko
grafy spéjne. Zaproponowanie algorytmu odkrywajacego czegste lub maksymalne grafy czgste
z uwzglednianiem niespdjnosci, na przyktad przez modyfikacje algorytmu UG M, bedzie

kierunkiem dalszych badan.
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